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.Dávaje na veřejnost první díl počtu ínfinitesimálného, 
k jehož sepsání jsem byl vybídnut si. výborem Jednoty 
Českých mathematiků, mám za vhodné naznačiti několika 
slovy směr, jímž jsem se bral. 

Přihlížeje k tomu, že počet ínfinítesimálný jest ovládán 
pojmem limity, snažil jsem se, abych objasněním tohoto 
a pojmů s ním souvisících, t. pojmů meze, spojitosti, deri- 
vace, differenciálu a j., zmírnil obtíže, jež se začátečníkům 
staví v cestu při prvním studiu vyšší mathematiky. Z té 
příčiny nejprve pojednáno o číslech irracionálných a to obšírněji, 
než by se jinak nutným zdálo. Na základě pojmu limity 
vyvozena bez podstatných obtíží theorie konvergence řad a sou- 
činů a taktéž i základy theorie funkční. Pak přikročeno 
k počtu differenciálnému a k jeho applikacím analytickým 
Í geometrickým, při čemž přihlíženo zvláště k tomu, aby 
všude byfy přesně vytčeny praemissy, na nichž spočívají 
dedukce. V poslední kapitole uvažovány elementámé funkce 
komplexní proměnné, avšak neučiněna zmínka o příslušné 
obecné theorii, již zůstavuji až po počtu integrálném. 

Bylo by zbytecno vypisovati tituly všech děl, jichž 
užito při sepsání této knihy, jsou z větší Částí na přísluš- 
ných místech uvedena ; sluší k nim ještě přičiniti R. Lipschit2, 
Lehrbuch der Analysis, 2 sv., 1877—1880, F. Gomes 
Teixeira, Curso de Analyse infinitesimal (calculo differencial), 
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Porto, 1 890, a y. Thomas, Elementare Theorie der analy- 
tischen Functionen einer complexen Veranderlichen, Halle, 
1880, a dodati, že geometrické applikace differenciálného 
počtu vyloženy v podstatě dle Serretovy knihy. Čtenář 
v uvedených spisech najde jak doplnění látky, kterou vyčerpati 
při přípustném obsahu spisu nebylo možno, tak i další lite- 
rární poukazy. 

Snaha po plném vystižen! nových pojmů a po uspo- 
kojivém odvození výsledků vedla auktora mnohdy k stylisaci 
méně stručné jak výkladů theoretických tak i applikací; za 
tou příčinou nebylo možno v knize směstnati tolik ma- 
teriálu, kolik ho nalézáme ve spisech jiných, n. p. v záslužném 
díle prof. dra. F. J. Studničky »0 počtu differenciálném \ 
2. vyd., 1878, k jehož Četným a zajímavým literárně histo- 
rickým poznámkám zvláště budiž poukázáno. Z téže příčiny 
omezen počet příkladů, objasňujících obecné úvahy a posky- 
tujících začátečníkům vhodná cvičení, na míru skrovnější ; 
Čtenář jich však nalezne hojnost v knížce téhož auktora » Vyšší 
mathematika v úlohách*, 2. vyd., 1874, jakož i ve sbír- 
kách úloh, které vydali Frenet, Tisserand, Sohncke, Schlo- 
milch a j., a také v učebnici: J. Houel, Cours de calcul 
infinitésimal, 3 sv„ 1878 — 80, sepsané zvěčnělým příznivcem 
a Čestným Členem Jednoty Českých mathematikův. 

Aby se docílilo větší jasnosti tisku, užito ve formulích 
pro velké litery veskrze a pro malé v indexech a v expo- 
nentech písma antiqua zvaného ; úprava ta, obvyklá vzhledem 
k velkým literám v tisku francouzském, se dobře osvědčuje. 

Ku konci budiž mi dovoleno vzdáti vřelé díky Jednott 
českých mathematiků, která se v náklad spisu uvázala, jakož 
i p. inž. K. Friedlovi, jenž s plnou znalostí věci narýsoval 
obrazce. 

11. října 1901. 

Spiswaíef. 
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Kapitola I. 
Čísla racionálna, irracionálná, komplexní. 

1. Čí§la racionálna a irracionálná. 

Ryzí mathematika obírá se čísly, jednajíc o vztazích mezi 
nimi. 

Na prvním místě se uvažují čísla racionálna fi. směrná, t. j. 
Čísla celistvá s nallou, a zlomky o celistvém čitateli a jmeno- 
vateli; mohou býti kladná neb záporná. Pokládajíce pravidla 
o počítání s Čísly racionálními za známá, přikročíme k číslům 
irracionálným. 

K číslům těm nejprve vedlo odmocňování čísel racíonál- 
ných. Jde-li n. p. o |/3 , t. j. o stanovení čísla, jehož Čtverec se 
rovná 3, tn snadno nahlédneme, že žádané Číslo v oboru čísel 
racionálných neexistuje. O celistvých číslech jest to patrné, 

a o zkráceném zlomku — to vychází z toho, že rovnost -£=- = 3 

jest nemožná, poněvadž také v posledním zlomku jsou čitatel 
a jmenovatel Čísla nesoudělná. 

Čtverec každého racionálnébo čísla jest tedy buď větši aneb 
menší než 3; tím zařaděna všecka racionálna kladná čísla do 
dvou skupin, z nichž první obsahuje všecka racionálna kladná 
čísla o čtverci menším než 3, a druhá všecka o čtverci větším 
než 3. Každé číslo první skupiny jest menší než každé číslo 
druhé skupiny, neboť menší Číslo má i menší čtverec. V první 
skupině není žádné číslo, jež by bylo největším v této skupině, 
a v druhé není Žádné, jež by bylo v ni nejmenším. Kdybychom 
n. p. supponovali, že a jest největší číslo první skupiny, nále- 
želo by každé větší číslo a + h do druhé skupiny, t. j. 

E. Wejr, PoOt d<ffer«DciálBf. 1 



avšak vzhledem k« s <3 možno voliti kladné h tak malé, že 
i (a + A) a jest menší než 3, neboť rozdíl (a -\- h) q — a a , t. j. 
2ah + It 3 , možno učiniti libovolně malým volbou dosti malého h. 
Skutečně, aby 

h (2a + h) < i, 
stačí supponovati 

•X^-jsVr-Kli 

pak tedy při s = 3 — o a bychom měli (a + A) a -a ! <3 — « a , 
a tedy (a + A) a < 3, což odporuje učiněné supposici, a ta jest 
tudíž nemožná. 

Obdobně vychází, že v druhé skupině není žádného čísla, 
jež by bylo menší než všecka ostatní čísla této skupiny. 

Kdykoli se podaří roztříditi všecka racionálna čísla, kladná 
i záporná, do dvou skupin takových, že každé číslo první sku- 
piny jest menší než každé číslo druhé skupiny, a že v první 
skupině není Žádné číslo největším a v druhé žádné nejmenším, 
pravíme, Že jest definováno číslo irracionálné ; vzhledem k němu 
se zove první skupina dolní, a druhá horni skupinou *). 

N. p. všecka kladná čísla racionálna, jichž čtverec jest 
menší než 3, se všemi zápornými čísly racionálnými tvoří dolní 
skupinu, a všecka kladná čísla racionálna, jichž čtverec jest 
větši než 3, horní skupinu o vytknutých vlastnostech; těmito 
skupinami jest definováno irracionálné číslo, které označíme 
\/d. Abychom mohli jednati o čtverci tohoto irracionálného 
čísla a tvrditi, že jest 3, nutno dříve seznati početní úkony 
s čísly nového druhu. 

O číslu irracionálném A ovšem pravíme, že jest větší než 
každé racionálně číslo skupiny dolní a menší než každé racio- 
nálno Číslo skupiny horní ; dále, že A jest obsaženo mezi dvěma 
racionálnými čísly a, b> a, náleží-li a do skupiny dolní a b do 
skupiny horní vzhledem k A stanovené. 

Kdykoli se podaří zařaditi všecka racionálna čísla, obsažená 
mezi dvěma racionálnými čísly «, b~> a, do dvou skupin ob- 
dobných vlastností, jest tím definováno irracionálné číslo; stačí 

*) Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen, 1872; J. Tannery, Intro- 
duction a la Théorie des fcractions ďune variable, 1886, kdež auktor praví, že 
v podstatě tuto definici vytknul již liertrand ve svém Traité ďAritnmétique. 



doplniti nynější dolní skupinu všemi racionálnýini čísly men- 
šími než a a hořejší všemi racionálnými čísly většími než b. 

Není zbytečno připomenouti, že i racionálna číslo a možno 
definovati dvěma obdobnými skupinami ; dolní skupinou, obsahu- 
jící všecka racionálna čísla menší než a, jakož i číslo a samo, 
a horní skupinou, obsahující všecka racionálna Čísla větší než 
a, aneb dolní skupinou, utvořenou ze všech Čísel racionálných, 
menších než a a horní, utvořenou z čísla a a ze všech racionál- 
ných čísel větších než a. V obou případech obsahují obe" sku- 
piny všecka racionálna čísla, a jest také každé Číslo dolní sku- 
piny menší než každé Číslo skupiny borní; v tom však se tyto 
skupiny liší od skupin definujících číslo irracionálné, že v prvním 
případě se vyskytuje v dolní skupině číslo největší, t. a, a 
■ v druhém v horní skupině Číslo nejmenší, opět a. 

2. Rovnost a nerovnost Čísel. 

Dvě irracionáluá čísla A, B jsou si rovna 
A = B, 
jestliže obě skupiny čísel racionálných definující A jsou totožný 
s oněmi, jež definují B; patrně stačí, aby dolní skupina vzhle- 
dem k A stanovená byla totožná s dolní skupinou stanovenou 
vzhledem k B, aneb horní totožná s horní. 

Dvě irracionálná čísla A, B jsou nestejná, nemá-li místa 
tato totožnost skupin. Pak tedy existuje racionálné číslo nále- 
žející do jedné, n. p. dolní skupiny čísla B, které nenáleží do 
dolní skupiny čísla A, a které jest tudíž v horní skupině tohoto 
■čísla; pak pravíme, že A jest menší než B a píšeme 
A < B, B > A. 

Tato nerovnost in-acionálných Čísel A, B má tedy za dů- 
sledek existenci racionálného čísla a, hovícího nerovnostem 

A < a < B. 
Tak tomu jest ale i tenkráte, kdy A, B jsou jakákoli čísla. 
Jsou-li totiž obě racionálna, jest správnost výroku patrná; je-Ii 
A irracionálné, B ale racionálné, tu B náleží do horní skupiny 
čísla A, a v této skupině existuje racionálně Číslo a menší než 
B; je-li konečně A racionálné, B irracionálné, jest A v dolní 
skupině Čísla B, a v té jsou racionálna čisla a větši než A. 
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Také opak patině platí: nerovnost 
A ■< a <i B, 
kde a jest Číslem racionálným, má vždy v zápětí nerovnost 
A<B, 

nechť jsou A, B racionálna neb irracionálná čísla; a obecněji 
plyne z nerovnosti 

A<;C<;B 
předchozí nerovnost, nechť jsou A, B, C jakákoli čísla. 

Jsou-li a, a' dvě racionálna čísla aa<a'<A, pravíme, 
že o' jest bližší k číslu A než a ; obdobně při A <T b' «< b, že 
b' jest bližší k A než b. 

Irracionálné číslo sluje kladným, je-li větší než 0, a zápor- 
ným, je-li menší než 0. Dolní skupina kladného irracionálného 
čísla A obsahuje záporná i kladná racionálna čísla «, horní jen 
kladná b; čísla — o, — b vyčerpají také všecka racionálna čísla, 
a s. jest vždy — a > — b, tak že čísla — a tvoří horní, a čfsla 
— b dolní skupinu jistého záporného irracionálného čísla A', 
jež sluje číselně stejným s A, ale znamením opačné: A' = — A. 
Absolutní Čili Číselnou hodnotou obou těchto čísel nazýváme 
kladné číslo A. 

3. Stanovení Čísel posloupností desetinnou. 

Budiž A kladné irracionálné číslo, definované dolní a horní 
skupinou Čísel racionálných, a značiž « libovolné kladné číslo- 
racionálně. 



nemohou býti v dolní skupině, neboť rostou nad každé racio- 
nálně číslo, a existuje tudíž největší násobek na zapadající do 
dolní skupiny, tak že (n + 1) « jest již v horní skupině a tedy 

na < A <L ( » + 1) o. 

Irracionálné číslo A jest obsaženo mezi na a na •+■ «; po- 
něvadž možno za a voliti libovolně malé číslo, jest tím irracio- 
nálné Číslo A sevřeno mezi dvě racionálna čísla o libovolně malém 



rozdílu. — Obdobně možno záporné irracionálné číslo — A 
vříti dvěma zápornými násobky racionálního čísla a 

— (« + 1) « < A < - na 
různícími se o a. 

Učiníme-li postoupně pro kladné irracíonálué A resp. 



mějme 



« . 1< A < (n + 1) . I, 

-V < A < (», + i) -&-, 
V < A < («, + 1) -rV 



kde «, «,, «»,... značí neb celistvá kladná čísla. Z toho pa- 
trno, že decimáluá čísla 



(1) 



10 ' 100 ' 1000 ' 



se přibližují irracionálnému číslu A, jsouce stále menší než A 
a tvoříce posloupnost (suitě, Folge) raciouáluých čísel nikdy 
neklesající, kdežto decimáluá čísla 

JL "1 + 1 "»+* 

100 ' 1000 " ' " 



n+1, 



tvoří posloupnost čísel větších než A nikdy nestoupající, a při- 
bližujících se číslu irracionálnému A. Číslo to jest obsaženo mezi 

čísly ^-, "' , jichž rozdíl .., - jest libovolně malý pro 

dosti velké i'. 

Vytknuta-li posloupnost (1), jest ji irracionálné číslo A 
definováno, t. j. jsou známy obě skupiny číslo A definující. Do 
dolní skupiny totiž patří každé racionálué Číslo rovné některému 
členu posloupnosti (1) aneb menší, a do horní každé racionálna 
číslo větší než každý člen této posloupnosti, čímž patrně vyčer- 
pána všecka racionálna čísla. 

Budiž nyní A kladné číslo racionálué — - a vyviňme je zná- 
mým způsobem v decimálný zlomek. Jsou-li pak n číslo ce- 
listvé, v něm obsažené, »,. « 2 . n x , . . . celistvá Čísla vznikající 
z deciiuálného zlomku, pokračuj eine-li v něm resp. až do de- 



setin, setin, tisícin, . . . vynechávajíce tečku desetinnou, tu 
budou racionálna čísla 



tvořiti posloupnost nikdy neklesající a přibližující se racionál- 
Dímn číslu A tak, že 

tedy s libovolnou přesností. 

V arithmetice se učí, že decimálný zlomek ten jest buď 
o konečném počtu cifer aneb o nekonečném počtu cifer, při čemž 
však se od jistého místa v něm vyskytuje skupina cifer stále se 
opakující, t. j. zlomek jest periodický; a naopak vzniká každý 
nekonečný periodický zlomek desetinný tímto způsobem z ji- 
stého racionálného čísla -=—. 



4. Čísla vytknutá libovolným nekonečným zlomkem de- 
setinným. 

Předchozí úvaha vede snadno k poznání, že každým neko- 
nečným a neperiodickým desetinným zlomkem jest vytčeno číslo 
irracionálné. 

Buďte 



(2) u = n, w, = — j~, «, = 



_A»__ 



10 ' "■ ~~ 100 ' 3 — 1000 ' " ■ ■ 

racionálna čísla, vznikající způsobem již naznačeným z daného 
desetinného zlomku neperiodického. Utvořme dvě skupiny racio- 
nálných čísel takto: do první položme všecka racionálna čísla 
rovnající se některému Členu posloupnosti (2) aneb menší, do 
do druhé všecka racionálna čísla větší než každý člen její. 
O skupinách těch možno dokázati, že zahrnují totalitu všech 
racionálných čísel, že každé Číslo skupiny první jest menší než 
každé číslo skupiny druhé, a že v skupině první není Čísla nej- 
většího, aniž v skupině druhé čísla nejmenšího, že tedy tyto dvě 
skupiny definují Číslo irracionálné. 

Budiž a libovolné kladné racionálně Číslo ; pak se bnď vy- 
skytne v posloupnosti (2) nějaký Čleu m„ 7S» a, aneb každé <*„•< a; 
položka m„ = a má totiž v zápětí M u+ m>- ct, tedy případ první. 



Nastane-li případ první, Čítejme a do první skupiny, nastane-li 
druhý, do drahé; tím jsou všecka racionálna Čísla v obou skupi- 
nách umístěna. 

Je-li a Číslo první, b číslo druhé skupiny, máme pří jistém n 
a < w„ < 6, 
a tedy a ■< b. 

Vzhledem k nerovnosti w„ ~> a, platné pro jisté «, není 
žádné Číslo o první skupiny největší, neboť w„ jest také v této 
skupině ; a vzhledem k nerovnosti «„ •< b, platné pro každé n, 
není žádné číslo v druhé skupině nejmenší, neboť kdyby b bylo 
nejmenším, stačí je vyvinouti v decimálný zlomek, ovšem ko- 
nečný neb nekonečný periodický, a poznamenati, že při libovolně 
malém racionálnem kladném e rozdíl b — i by patřil do skupiny 
první, že by tedy existoval index ft, pro nějž by bylo pro každé * 

b — ř < 'V = M "+*> * = u "+ r + ■*! | '< , i 
t. j. rozdíl b — ti/.** = ť by byl libovolně malý, i musila by 
se tedy desetinná místa v rozvoji Čísla b shodovati s desetinnými 
místy čísla u^+, až po libovolně vzdálené místo, věc nemožná, 
poněvadž se v rozvoji čísla b opakuje skupina cifer, případně 
cifra 0, u čísla w« + r však nikoli. 

Tím proveden důkaz, že posloupnost (2) čili nekonečný 
neperiodický decimálný zlomek definuje číslo irracionálné, obsa- 
žené mezi m„ a u a -\ ^-. 

ZnaČí-li členy posloupnosti (2) racionálna Čísla, vznikající 
naznačeným způsobem z nekonečného decimálného zlomku perio- 
dického, možno obdobně opět jich pomocí roztříditi všecka racio- 
nálna čísla na dvě skupiny takové, že každé číslo první skupiny 
jest menší než každé číslo skupiny druhé, a že v skupině první 
není čísla největšího; nyní se ale vyskytne v druhé skupině 



divisí p : q daný periodický zlomek decimálný. Jest totiž z této 
divise patrno, že každé ut <£ -±— , a že tedy náleží do sku- 
piny druhé; dále jest patrno, že každé racionálně číslo e 

jest ve skupině první, neboť divise p : q dosti daleko provedena 
podává libovolně malý zbytek, t. j. pro dosti velké * jest 



a tedy b — i <. u r . Oběma skupinami, č. stručněji, nekonečným 
decimálným zlomkem periodickým jest tudíž definováno racio- 
nálně číslo -í— ve smyslu či. 1. 

Shrneme-li oba výsledky, můžeme říci, že každým neko- 
nečným zlomkem decimálným jest definováno číslo A a to 
racionálné, je-li zlomek periodický, a irracionálné, není-li perio- 
dický ; číslo A se nalézá mezi Číslem racionálným v r , jež obdr- 
žíme, podržíme-li jen * desetinných míst daného zlomku a mezi 

číslem m, -r- "jqí-- 

5. Obecnější posloupnosti definující čísla. 

O posloupnosti racionálných čísel 

(ti) M, , ttg , w a , . . . 

pravíme, že nikdy neklesá, platí-li pro každý index u r ^=u r+l , 
a že nikdy nestoupá, platí-li « ř ^«* + i. 

Budiž (m) posloupnost nikdy neklesající, jejíž každý člen 
jest menší než určité rac. číslo U, a rozdělme za její pomoci 
všecka racionálna čísla na dvě skupiny následujícím způsobem. 

Do první skupiny zařaďme každé racionálné číslo a rovné 
některému členu posloupnosti (m) aneb menší, a do druhé sku- 
piny každé racionálné Číslo b větší než každý Člen této po- 
sloupnosti, n. p. číslo U. Každé číslo první skupiny jest patrně 
menší než každý člen druhé skupiny, neboť a ^ u r ■< b. 

V skupině první není čísla největšího, nejsou-li členy po- 
sloupnosti (w) od jistého místa všecky stejné, neboť z a ^ « r 
pak plyne a<u* +r '; jsou-li ale od indexu » všecky hodnoty « 
sobě rovny, jest w„ největší číslo první skupiny, druhá skupina 
složena ze všech racionálných Čísel větších než u r , a oběma 
skupinami definováno číslo u v . 

V skupině druhé se v prvním případě může vyskytnouti 
nejmenší číslo 6, a pak jest toto definováno oběma skupinami, 
aneb se takové čislo nevyskytne, a pak definují obě skupiny 
číslo irracionálné. 

Vždy možno číslo A skupinami definované libovolně těsně 
sevříti dvěma racionáluými čísly ; pro libovolné kladné racionálně e 



musí totiž existovati celistvé p takové, že pro každé n~>p a pro 
jakékoli * platí 

jinak by totiž při sebe větším n se vždy nalezlo t takové, že by 

« n+ r - u a 5 t, 
a tedy by existovala čísla « <. n, <: n t <; . . <. n? taková, že 
by platily nerovnosti 



z Čehož sečtením 

Pro dosti velké e by pak »,, = w„ -f- qs bylo větší než 
každé Číslo, tedy i než U, což jest proti supposici. 

Volíce kladné racionálué * libovolně malé, máme tedy při 

W„+» !*„<;* Čili U a + r < M„ + t. 

Jsou tedy všecka čísla posloupnosti («) menší než u„ + «, 
a tedy náleží u„ + * do skupiny druhé i horní, pročež platí 

«„ < A ^ «„ + í, 
kde znamení rovnosti může míti místa jen při racionálnem A. 
Tím číslo A sevřeno dvěma racionálnými čísly o libovolně 
malém rozdílu t. 

Yyskytují-li se v posloupnosti nikdy neklesající stejné 
členy, ovšem po sobě jdoucí, možno z nich jen jeden podržeti, 
ostatní vynechati, aniž by se změnila detinice obou skupin, 
a tedy i definice čísla A. Z toho jde, že možno o dané po- 
sloupnosti přímo předpokládati, že jest stále stoupající, t. j. že 



Jsou-li v posloupnosti stoupající všecky členy záporné 
a stává-li se tt* číselné libovolně malé pro dosti velké n, stanoví 
posloupnost číslo 0. Číslo > w n patří totiž do horní skupiny 
vzhledem k stanovenému Číslu A, takže ^ A ; kdyby < A, 
patřila by do dolní skupiny a v té by se vyskytlo Číslo « D větší 
nully, věc nemožná, poněvadž všecka «„ <. 0. Máme tedy = A. 
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Zcela obdobné rivahy možno učiniti o posloupnosti racionál- 
ných Čísel nikdy nestoupající, jejíž členy jsou větší než dané 
Číslo U; posloupnost taková stanoví vždy racionálno neb irra- 
cionálné číslo obsažené mezi m„ a u a — e, kde t značí libovolné 
malé kladné racionálně číslo a « index závislý ovšem na e. 

6. Pojem racionálné limity. 

O nekonečné posloupnosti racionálných čísel 

(8) «„ «„ »,.•■■ 

pravíme, že má za limitu č. mes racionálné Číslo U, jestliže ku 
každému kladnému racionálnému Číslu £ příslnšť kladné celistvé 
p takové, že pro všecky indexy « > p platí nerovnost 

|U-«.|<:0. 

Výrok, že posloupnost (3) má za limitu U, se také vyja- 
dřuje ve tvaru rovnosti 

lim «„ = U. 

Racionálna limita U posloupnosti (3) může býti jen jediná; 
neboť kdyby také U' — u a se stávalo číselně libovolně malým, 
platilo by totéž o rozdílu U — « u — (U' — u a ), t. j. U — U' by 
bylo číslo číselně menší než libovolně malé kladné číslo, což" 
by vyjadřovalo rovnost U = U'. 

Z této definice ihned vychází, že v případě, kdy posloup- 
nost (3) nemá za limitu racionálné číslo U, nutně existuje 
kladné racionálné čislo e o následující vlastnosti: nechť jest 
celistvé kladné p jakékoli, vždy existuje celistvé n^j-, pro 
něž platí 

I U - «» | ^ *'■ 

Popírati existenci čísla *' znamená tolik jako tvrditi, že 
existuje při každém kladném e alespoň jedno kladné celistvé p 
takové, že pro žádné « >■ p neplatí 

I U — m | S * 
že tedy pro všecka n >■ p platí 

IU-H.KI, 

*) Symbolem | a | značíme absolutní Č. Číselnou hodnotu čísla o, tak že 
\~a\ — \a\ jest vždy kladné; n. p. [ 3 | = 2, | — 2 | = 2, | — '/i I = Vs- 
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t. j. že posloupnost (3) má za limitu číslo U, což jest odpor 
z onoho popírání plynoucí. 

Speciálně má posloupnost (3) za limitu 0, t. j. 
lim u„ = o, 

platí-li při libovolném kladném racionálnem e nerovnost 

I «. | < « 
pro k "> p, kde p jest kladné celistvé Číslo, obecné na s závislé. 
N. p. posloupnost 

1 + i, 1 + -1 i + |, i + i i + i,.. 

má za limitu 1 ; máme totiž 

I H 1 <. t, jakmile n > — . 

Posloupnost 

', 2 ' 4 ' 8 ' 16' 

má za limita 0, poněvadž 

| +^j<, jakmile » > - }^-'. 

7. Posloupnosti konvergující. 

Posloupnost racionálných Čišel 
(4) «„ «„ «„ ... 

síu/e konvergující, moŽno-li libovolnému kladnému racionálnému 
e vždy přiřaditi celistvé kladné p takové, že při « !> p platí 
C5) | «„+. - u„ | < í, 

nechť jest *= 1, 2, 3. . . . jakékoli. — Patrně pak při r >■ «, 
s:> n, n> p platí*) 

! a r — a a - (a. - a u ) | ^ | a r ~ a„ | + | «. - a, | < 2f, 
t. j. | «, — a, | < 2í 

při r !> p + 1, i > p -f 1, a naopak: platí-li tato nerovnost pro 
dosti velké r, s, stačí vzíti s=p + 2 a r :> s, abychom obdrželi 
nerovnost (5) a zjistili konvergenci posloupnosti (4). 



*j Zde užito nerovnosti |a + í| r <|o| + |Í| platné patrné pro každá dvé 
racionálna čisla a, i, kladná neb záporná. 



Posloupnost (i) jest Konvergující, moĚno-U pro každé hladné 
racionálně t udati n takové, Ěe 

1 tt n+ r-tt n '|<í, r=l, 2, 3, . . 

Abychom to dokázali, volme p takové, aby pro každé * 

| «,+• — « P | <-^-; 

pak při n "> p platí obě nerovnosti 

I « n — Wp I < ý, I u a+r — Mp | < ~, 
z nichž 

| U„ + v - «p — («a — « P ) l< ý + y 

t. j. l«.+.-«.l<' 

při « > p, jak bylo dokázati. 

Nekonečná posloupnost racionálných Čísel (4) nikdy ne- 
klesající, jejíž Členy jsou menší než určité racionálné Číslo U, 
jest konvergující; v či. 5. jsme totiž dokázali, že pro ni platí 
nerovnost (5). Obdobně plyne, že nekonečná posloupnost racio- 
nálných Čísel nikdy nestoupající, jejíž členy jsou větší než 
určité Číslo racionálné V, jest též konvergující. 

dleny u a konvergující posloupnosti racionálných čísel (4), jel 
nemá za limitu 0, jsou od jistého indexu n všecky téhož znamení 
a číselné vetší nel jisté racionálné kladné Číslo 7. 

Dle nerovnosti (5) soudíme, že « n+ r jest mezi čísly 
M n + « a iin — f, jichž rozdíl Ýt možno voliti libovolně malým. 
Jsou-li tato dvě čísla téhož znamení a není-li žádné z nich 
nullou, jest věta patrně dokázána; stačí za 1? položiti menší 
z obou hodnot | «„ + 1 j a | «„ — * | . Jsou-li ale čísla u B + * 
a Wq — * různých znamení aneb jestli jedno z nich nullou, tu 
vzhledem k jich rozdílu 2t soudíme, že každé číslo mezi ně za- 
padající jest číseluě menší než 2s, Že tedy limita posloupnosti 
(4) jest 0. 

8. Definice čísel konvergujícími posloupnostmi. 

Budiž 
(6) «„ «„ »„ . . . 

konvergující posloupnost racionálných čísel; tato buď má za 
limitu racionálné číslo U, a pak pravíme, že posloupnost (6) 
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definuje Číslo U, aneb nemá Žádné racionálna čislo za limitu, 
a pak možno její pomocí všecka racionálna čísla roztříditi na 
dvě skupiny, definující Číslo irracionálné. 

Budiž v druhém případě a libovolné číslo racionálně, a 
utvořme posloupnost racionálných čísel 
(7) «, — a, «, — a, m s — íj, . . . ; 

vzhledem k 

| b» + » — (i — («„ — a) | = | «B 4 r — « n | < *, n~>p 
jest to posloupnost konvergující ; ona nemá za limita, neboť 
by pak (4) měla a za limitu, číslo racionálně, což jest proti 
supposici. Dle předchozího Článku budou členy posloupnosti (7) 
od jistého indexu všecky kladná neb všecky záporná čísla ; 
v případě prvním zařadíme a do dolní, v případě druhém do horní 
skupiny, při čemž jest zřejmo, Že každé číslo dolní skupiny 
bude menší než každé číslo skupiny horní. 

Ve sknpině dolní neexistuje Čísla největšího; je-li totiž a 
Číslo skupiny dolní, jsou všecky členy posloupnosti (7) od 
jistého indexu kladné a větší než určité kladné číslo ij (či. 7.) : 

»«-«>*, n>p, 
a volíme-li b mezi a a a -|- ij, máme 

w„ — b •> u B — a — ij > 0, n !> p, 
t. j. od téhož indexu jsou všecky členy posloupnosti 

m, - b, u t — b, w 3 - b, . . . 
kladné, a tudíž náleží také do dolní skupiny číslo b~> a. 

Právě tak bychom mohli ukázati, že v horní sknpině není 
Čísla nejmenšího. 

Obě skupiny mají tedy vlastnosti, jichž se vymáhá k de- 
finici čísla írracionálného ; toto číslo U jimi definované ozna- 
číme jako Číslo irracionálné definované posloupností (6). 

Číslo U, ať racionálně neb irracionálné, které každá kon- 
vergující posloupnost (6) definuje, jest obsaženo mezi každými 
dvěma racionálnými Čísly a, b :> a takovými, že mezi nimi jsou 
obsaženy všecky Členy posloupnosti (6) od jistého indexu po- 
čínaje. V případě írracionálného U jest to patrné, neboť o náleží 
do dolní, b do horní skupiny právě definované. V případě ra- 
cionálného U ale nemůže b <. U, neboť by pak z nerovností 
v « n < b < U, n > p , 
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vycházelo, že U — Mn jest větší než U — b, věc nemožná, po- 
něvadž U jest lim M n , a tedy U — «„ číselně libovolně malé; 
obdobně vychází nemožnost nerovnosti a > U, a musí tedy 

Ale i opak jest patrný: je-li říslo U, definované konvergu- 
jící posloupnosti (6), obsaženo mezi dvěma racionálnýini Čísly 
a, b, jsou od jistého indexu všecky členy této posloupnosti 
obsažený inezi a a b. 

Speciálně tím vychází, že konvergující posloupnost (G) de- 
finuje číslo kladné neb záporné dle toho, jsou-li členy posloup- 
nosti od jistého místa větší než určité kladné neb menší než 
určité záporné racionálně číslo. 

Shrneme-li tyto úvahy, vidíme, že každá konvergující po- 
sloupnost racionálných čísel definuje číslo racionálno neb ir- 
racionálnó ; ale i naopak možno každé číslo U takovou posloup- 
ností definovati. V případě racionálného U možno vzíti za po- 
sloupnost^) posloupnost, jejíž všecky členy jsouU; vždy však po- 
sloupnost decimálných zlomků v čí. 3. vytčenou, nechť jest U 
racionálně neb irracionálné *). 

9. Konvergující posloupnosti, definující totéž Číslo neb 
nestejná Čísla. 

Aby dvě konvergující posloupnosti racionálných čísel 

(8) «„«„«„.. , 

(9) •„ v,, t>„ . . . 

definovaly totéž číslo, jest nutné a stačí, aby posloupnost 

(10) «! — v„ M a — v„ u 3 — v 3 , ... 
mela za limitu 0. 

Především ukažme, Že posloupnost (10) jest konvergující. 
Z konvergence posloupností (8) a (9) vychází, že k libovolnému 
kladnému racionálnem u t náleží celistvé kladné p a q takové, 
že platí 

| iiu+v — Ua j < í, » > p ; | »„+>• - «„ | < t, n >■ q ; 

*) Wcitrstrass, G. Cantor, E. fíeiae a j. definuji irraeionálná fiísla přímo 
konvergující mi posloupnostmi; sr. Dr. L, Kraus, Základové arithmetiky, čas. pro 
pěstnvání matLem. a fvsiky, roÉ. XII. a B. Heine, Klemente der Functionenlehre, 
Crelle-Borcliardtuv Journal, t. LXXIV. Obšírnější výklad podává Dr. O. Stoh, Torl. 
iiber allg. Arithmetik, t. I. 
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je-li ti větší než p i 9, platí obé nerovnosti, a tedy také 

I u a+r - «. - (e. + . -«.)!<« + ., 
Éili I a a +r — p D+ » — («. — »„) |< 2i, 

jak bylo dokázati. 

Aby předně posloupnosti (8) a (9) definovaly totéž i-acío- 
nálné Číslo U, jest nutné a stačí, aby 

lim «b = U, lim i* B = U, 

t. j. rozdíly U — w„, U — v„ se staly Číselně libovolně malé pro 
dosti velké n ; pak ale jest i rozdíl U — i>„ — (U — « B ), t. j. 
« n — p b libovolně malý, t. j. posloupnost (10) má za limitu 0. 
A naopak, je-li tomu tak a definuje-li (8) racionálně Číslo U, 
definuje (9) totéž Číslo, nebof pak rozdíl 

U - t>„ = (U — « n ) + («„ - tO 
se stává Číselně libovolně malým pro dosti velké «, 

Aby za druhé posloupnosti (8) a (9) definovaly totéž irracio- 
nálnó Číslo U, jest nutnéas tací, aby oběma byly definovány tytéž 
dvě skupiny racionálných Čísel ve smyslu či. 8. ZnaČi-li a libo- 
volné racionálně číslo, jest k tomu nutné a stačí, aby od jistého 
indexu v obou posloupnostech 



byli členové téhož znamení, což vymáhá, aby od jistého indexu 
rozdíl m„ — v„ byl libovolně malý č. aby posloupnost (10) měla 
za limitu 0. Kdyby tomu totiž tak nebylo, tu by Členové kon- 
vergující posloupnosti (10) od jistého indexu byli stálého zna- 
mení a číselně větší než urCité kladné racionálně Číslo *, tedy 
by n. p. u a — c :> s, jakmile n>p; supponujme q~>p tak 
velké, že 

I «q+" — «,[<«', I »,+. - V, |< *', 

kde «' jest libovolně malé kladné racionálně číslo ; pak při každém v 
bude Wq+v mezi w q — ť a w q + f, a v i+r mezi », — »' a 
v„ + «'. Vzhledem kw, — r q "> £, možno voliti ť tak malé, že 

ÍJq — ť < V q + f' < !íq — ť < », + í', 

a tedy také 

V q+ r < l>q + f' ■< Uq — ť <L «q+». 



Volíme-li tedy racionálně a mezi e, + ť a «, — *', platí ne- 
rovnosti 

a byly by tedy všecky rozdíly u,-aod indexu « = q kladné, 
a všecky rozdíly t> n — a od téhož indexu záporné, proti sup- 
posici. 

Avšak výminka lim (w„ — #„) — také stačí, aby posloup- 
nosti (8) a (9) definovaly totéž irracionálné číslo. Značí-li a 
libovolné racionálno číslo, tu rozdíly u„ — a mají od jistého n 
stálé znamení, n. p. kladné, jsouce větší než určité kladné čislo «. 
Dle učiněné supposice platí pro libovolně kladné racionálně *' 
nerovnost 

I w„ - v n | < «', w > J>, 
t. j. w n se různi od v D o hodnotu h, jež od jistého indexu jest 
číselně menši než *', Tím nerovnost w„ — a~> e možno psáti 

v D -+- h — a ■> í, V n — O >■ I — h > £ — í', 

z čehož, volíce *' <Z t, soudíme, že rozdíly v„ — a jsou od jistěho 
indexu všecky kladné, jak bylo dokázati. 

Definují-li konvergující posloupnosti čísla U a V, jest 
U > V, definuje-li posloupnost (10) číslo kladné; U <z V, defi- 
nuje-li tato posloupnost číslo záporné, a naopak. 

Definuje-li (10) n. p. Číslo kladné, jest u„ — «„ od jistého 
indexu větší než jisté kladné racionálně f, t. j. w„ — v„ >• #, 
n>í>. Opět možno kladné racionálně *' voliti tak malěag:>p 
tak velké, že 

», — r <. V < u, -f ť •< «, — (' < U < «„ + t «', 
z čehož patrná nerovnost V < U. A naopak, platí-li tato ne- 
rovnost, existují racionálna c taková, že (či. 2.) 

V < c < U, 
a možno tedy vytknouti racionálna čísla a, b, c', c" taková, 
aby 

a < V ■< & < c" <C U < b ; 

od jistého indexu jsou všecka m„ mezi c" a 6, a všecka v a mezi 
o a c', a tedy jest od onoho indexu m„ — v a •> c" — ď >■ 0, t. j. 
posloupnost (10) definuje číslo kladné. 



10 Početní úkony s čísly reálnými: sčítání a odčítání. 

Čísla racionálna a i iracionálna shrnujeme pod názvem 
čísel reálných. 

Bučíte U a V dvě reálná Čísla definovaná konverguji čími 
posloupnostmi o racionálnech Členech 

(11) »„ « a , «„ • • - 

(12) ť»i. (f s , o„ . . .; 
pak jest posloupnost 

(13) m, + t>„ «, + v„ y, + v t) . . . 

řoie konvergující a Číslo W, jeí definuje, sluje součtem U + V. 
Z konvergence posloupnosti soudíme, že 

I m„ + » — w„ | < *, | v n+ , - tí n ! < «, n > p, 
a tedy 

| « B+ * - «. + **. — * I = I «.+, + *.+' -(«. + *.) | <2«, 
n >• p, 
čímž dokázána konvergence posloupností (13). 

Číslo U + V touto posloupností definované musí záviseti 
jen na U a V, a nikoli na tom, jakou posloupností tato čísla 
definujeme. Abychom nahlédli, že tomu tak jest, definujme čísla 
TJ a V jinými posloupnostmi konvergujícími 
«*„ «'„ u' B , . . ., 
v\, p*,, ť s , . . .; 
ovšem pak musí lim (it„ — w'„) = 0, lim (v a — e'„) = pro 
n = oe . Pak ale také u D + v a — («'„ + v'„) se stává číselně 
libovolně malým pro dosti velké n, t. j. posloupnost (13) defi- 
nuje skutečně totéž číslo jako posloupnost 

«', + «',, «*» + «',, •; + •'■,. • • 

Součet U + V právě definovaný jest v případě racionálných 
U a V součtem těchto racionálných Čísel; v případě tom jest 

[TJ — m»|<«, |V-«,|<i, «>i*, 
kde e značí libovolně malé kladné a racionálně číslo, a tedy 
jest též 

|C + V-(u. + «k)l<2., 
t. j. součet U + "V skutečně definován posloupností (13). 

E. W«jr, Pqííí aifferonoiálni. 2 
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Patrné platí rovnosti 
U + V = V + U, U + (V + W)=U + V + w, 

u + o = u 

pro každá tři reálná čísla U, V, W; třetí rovnost jest patrná, 
uvážíme-li, že možno O definovati posloupnosti, jejíž všecky 
členy jsou 0. 

Rozdílem U — V nazýváme číslo definované konvergující po- 
sloupností 

«,—»,, tíj — v 2 , « 3 — t> 3 , . . . ; 
číslo to se opět nemění, uahradíme-li posloupnosti (11) a (12) 
jinými, však definujícími táž čísla U, V, a v případě racionál- 
ných U, V jest totožné s Číslem V — V, jakož se čtenář snadno 
sám přesvědčí. 

Patrně platí 

<U - V) + V = u , 

nel>oť Číslo na levé straně definuje posloupnost o obecném členu 

(w„ — V D ) + v a , t. j. w n . 

Číslo — U čili — U jest definováno posloupností o obec- 
ném Členu — « n čili — «a . 

11. Násobeni a dělení čísly reálnými. 

Součinem UV čísel U o V definovaných posloupnostmi (11) a 
(12) rozumíme Číslo definované posloupností 
(14) w,u, , Ujťg , «3t; 3 , . . . 

Že tato posloupnost konverguje, vychází snadno z totož- 
nosti 

Wn+* V a+ r — H„ «„ = W„ (v u+t — V a ) -f V a (u n+v - M„) 

+ (u a+ ,-u a )(v a+r -v a ); 
pro dosti velké m platí při každém v 

IW-«.|<«. Iv,-M«, 

kde « značí libovolně malé kladné reálné číslo, a tedy platí také 

| « n+ ,«„ + *— M « n | < íA + íA + «A = 3eA, 
je-li A kladné racionálně číslo větší než každé w n , v a a větší 
než *. Stává se tedy levá strana pro dosti velké « libovolně 
malou, čímž konvergence posloupnosti (14) dokázána. 
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V případě racionálných U a V definuje posloupnost (14) 
Číslo U . V; pak totiž rozdíly U — w„, V — v u jsou číselně libo- 
volně malé pro dosti velké n. a tedy 

U = «.+ «, V = ».+ ?, 
kde «, § se stávají číselně libovolně malými; pak 

|UV — «,*„| = | <w. + 0«.+ «Č|<S»A, 
značí-li « větší z kladných hodnot | « | , | p \ , a tedy jest levá 
strana číselně libovolně malá pro dosti velké ti, t. j. racionálno 
číslo UV jest definováno posloupností (14). 

Součin dvou reálných čísel UV vymizí tenkrát a jen ten- 
krát, tedy alespoň jeden z činitelů U, V jest 0. Není-li totiž 
žádný z nich 0, tu členy obon posloupností (11), (12) jsou od 
jistého indexu Číselně větěí než určitá kladná čísla, a tedy jest 
také součin u a v a od onoho indexu číselně větši než určité kladné 
číslo, t. j. (14) definuje číslo různé od 0- Je-li ale jeden z čini- 
telů U, V nullou, neb oba dva, definuje (14) patrně Číslo 0. 

Patrně platí pro reálná čísla racionálna i irracionálná, 
U (- U) = - UV, (— U) (- V) = UV, 
(U + V) W = UW + VW; 
je-li U < V jest při kladném W též UW < VW, a při zápor- 
ném W jest UW :> VW. 

Podílem dvou čísel U : V, definovaných posloupnostmi (11) 
a (12), rozumíme číslo W hovící poíadavku VW = U; není'K 
V = 0, existuje jediné takové číslo a to jest definováno posloupností 

(15) i-, JL, ^-,... 

V t 1> a V, 

Je-li V = jest VW = při každém W, a požadavek 
VW = U při U 52 nelze vyplniti, při U sr jest každým W 
vyplněn; vzhledem k tomu nepřipisujeme podílu, jehož dělitel 
jest 0, žádného významu. 

Předpokládejme tedy V ^ 0; pak v n má od jistého indexu 
stálé znamení, jsouc číselně větší než určité kladné Číslo, a mají 
tedy od onoho indexu členy posloupnosti (15) význam. V členech 
předcházejících se může ve jmenovateli vyskytnouti 0; vynechá- 
ním těchto bezvýznamných symbolů se však číslo, definované po- 
sloupností (15), nezmění, ač je-li konvergence této posloupnosti 
zjištěna. To se ale snadno stane totožností 

M n+ » lí n fn (M n+ r — «a) — «n (ťn+r *>n) 



v níž jmenovatel na právo jest pro dosti velké « číselně větší 
než určité kladné číslo, a jejíž čitatel vzhledem k nerovnostem 

| » n + * « n |<:*, | «■+* » a | < «, Tf>p 

se stává čiselně libovolně malým pro dosti velké «, nech£ je v 
jakékoli. 

Číslo W, definované -posloupností (15), jest podílem U : V, 
neboť součin VW jest patrně definován posloupnosti (12); a že 
tento podíl jest jediný, vychází z poslední poznámky, učiněné 
o násobení, dle niž W šj* W dává součin VW , různý od VW 
t. j. od U. Poněvadž jsme podíl ten poznali za jediný, netřeba 
ani dokazovati, že se nemění, počítáine-li jej pomoci jiných po- 
sloupnosti, definujících čísla U a V, ač i důkaz ten by byl zcela 
snadným. 

Konečně budiž podotknuto, že by bylo snadné, skonstato- 
vati platnost zákonů divise s čísly racionálnými i pro divisi 
čísel irracionálných. 

Opakováním násobení docházíme k mocnění, a sečftáním 
násobků mocnin k polynomům ; z toho patrno, že polynom utvo- 
řený z hodnot racionálných neb irracionálných U, V, . ., n. p. : 
aU B -f- &UV + cV, pomocí racionálných koefficientů o, b, c, jest 
číslo definované konvergující posloupností o obecném členu 
racionálnem 

jsou-li m, , Mj . . . a t?, , « 3 , . . posloupnosti racionálných čísel 
definující U a V. A pod. v případě irracionálných koefficientů, 
a v případě podílu dvou polynomů. 

12. Konvergující posloupnosti o reálných členech. 

Uvažováni posloupností o členech racionálných vedlo k čí- 
slům irracionálným, a mohlo by se zdáti, že uvažování posloup- 
ností o členech irracionálných by vedlo k dalšímu rozšíření 
oboru číselného ; tomu ale není tak, ač nic nevadí počítání 
s takovými posloupnostmi. 

Posloupnost 
(16) «,, « a , «,,... 

o členech reálných, t. j. racionálných neb irracionálných, sluje 
konvergující, existuje-li k libovolnému kladnému Číslu t celistvá 
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kladné p takové, Že při n > p platí nerovnost 

j ((„+, — «„ | <:«, 
nechť jest * = 1, 2, 3, . . jakékoli. 

O posloupnosti (16) pravíme, že má za limitu číslo U, 
racionálné neb irracionálné, existuje-H k libovolnému kladnému 
* celistvé kladné číslo p takové, že při » > p platí 
| U — «» | < » . 

Úvahy provedené s posloupnostmi o členech racionálných 
možno ihned převésti na posloupnost (16) případným vyuechá- 
cháním slůvka „racionálny". 

N". p. není* li Číslo a limitou posloupnosti konvergující (16), 
budon členy posloupnosti 

ti, — a , « a — a , w 3 — a , . . 
od jistého indexu všecky téhož znamení a číselně větši než 
určité kladné Číslo. 

Na základě toho možno ukázati, jako v či. 8., že každá 
konvergující posloupnost (16) buď má za limitu číslo racionálné 
aneb definuje Číslo irracionálné ; v druhém případě totiž definu- 
jeme pomocí (16) opět dvě skupiny zahrnující všecka čísla racio- 
nálna tím, že klademe číslo racionálné a do skupiny dolní, jsou-li 
Cleny posloupnosti 

«, — a , Mj — a , m 3 — a,... 
od jistého místa stále kladné, a do skupiny horní, jsou-li stále 
záporné. 

Z toho patrno, že posloupnosti (16) nevedou k novým 
číslům. 

13. Totožnost limity posloupnosti s definovaným číslem. 

Číslo definované konvergující posloupností jest zároveň 
její limitou. 

Je-li číslo to racionálné, jest výrok totožný s definicí onoho 
čísla; je-li ale irracionálné, dokážeme včtu takto. 

Budiž 

tíj , M„ , M a , . . . 

konvergující posloupnost definující irracionálné číslo U, a buďte 
a, b dvě racionálna čísla, mezi něž zapadá C. Pak soudíme 
právě tak, jako v či. 8., že od jistého indexu všecky Členy po- 



sloupnosti budou mezi a a b, n tedy rozdíly U — »„ číselně" 
menší než jo — b \ , kteréž Číslo možno předpokládati libovolně 
malým. Jest tedy U limitou posloupnosti. 

Naopak jest i každá posloupnost, jež má limitu, konvergu- 
jíc i; neboť z 

IlI-Wnl <«, »>JP, 
soudíme 

|U-„ + , |<«, 
a tedy i 

I U - »„ - (U - «„,) I = I «.+,- «„ |<8., »>p. 

Tím nalézáme, že nutná a postačující výjimka k existenci li- 
mity posloupnosti o reálných členech jest její konvergence. 

Tak jako v 61. 5. možno i zde dokázati. Že nekonečná po- 
sloupnost o reálných členech menších než určité číslo a nikdy 
neklesající, jest konvergentní, a má tedy limitu; a že totéž 
platí o posloupnosti reálných čísel větších než určité číslo 
a nikdy nestoupající. Limita ta v prvním případě nemůže býti 
menší, než kterýkoli Člen posloupnosti, a v druhém nemůže býti 
větší; rovnost s některým členem patrně nastává jen tenkráte, 
kdy tento člen se od jistého indexu stále vyskytuje. 

14. Geometrické znázornění čísel reálných. 

Toto znázornění podávají již elementy geometrie, v nichž 
se učí, že každá přímá délka vzhledem k zvolené jednotce dél- 
kové č. míře jest buď racionálna, t. j. že jest možno ji vyčer- 
pati touto měrou aneb několikátým dílem jejím, aneb že tomu 
není tak, že jest nesměrná ; pak možno udati směrné délky blí- 
žící se jí s libovolnou přesností. 

Ukažme, že i naopak každé irracionálné číslo možno zná- 
zorniti jistou délku. Budiž V kladné irracionálné číslo, vytknuté 
jak konvergující posloupností kladných racionálných čísel nikdy 
neklesající 

«!,«,,«,,..., 

tak posloupností nikdy nestoupající racionálných kladných Čišel 

za posloupnosti ty možno n. p. voliti ony, jež jsme v 61. 3. 
seznali. Racionálna Čísla první posloupnosti znázorněme délkami 



OA,, OAa, ... a Cleny druhé posloupnosti délkami OB,, OB a , . . 
na přímce od téhož bodu a týmž směrem naměřenými pomocí 
určité lineárně jednotky. 

Poněvadž pro každý index platí u a <cv m , bude i OA n <OB», 
t. j. nekonečné množství bodů A,, A a , . . bude úplně odděleno od 
bodů B,, B a , . . .; a poněvadž rozdíl 

OB m — OA D =v m ~u a = (r. - U) - (w a - U) 

pro dosti velké n a m se stává číselně libovolně malým, ne- 
mohou býti obě skupiny bodové odděleny nějakou, třeba i sebe 
menší délkou, nýbrž jsou odděleny jediným bodem M. Délka 
OM pak znázorňuje irracionálné číslo U. 

Je-li irracionálné číslo U dáno jakoukoli konvergující po- 
sloupností racionálných čísel, není nesnadno stanoviti totéž číslo 
dvěma posloupnostmi nikdy neklesající resp. uikdy nestoupající, 
jakých vymáhá předchozí úvaha. K tomu cíli služtež následu- 
jící poznámky, kterými si povahu konvergující posloupnosti 
objasníme. 

„Vynecháním libovolného počtu Členů konvergující po- 
sloupnosti M,, « a , « 3 , . . vzniká nová konvergující posloupnost 
«',, u' a , m' 3 , . . . definující totéž číslo jako původní." Ze suppo- 
sice, že w n+ » — w„ klesá pro dosti velké n číselně pod libo- 
volně malé kladné Číslo, vychází patrně totéž o rozdílu 
m'o+» — «'a, a z fakta, že U — m„ jest hodnota číselně libo- 
volně malá, plyne totéž o rozdílu U — it' n pro dosti velké «. 

„Vyskytuje-li se v konvergující posloupnosti «,, « a , w 3 , . . 
nějaký člen c bezpočtukráte, jest posloupností definováno čísloc." 
Za každým členem «„ se vyskytuje člen c, a jest tedy pro dosti 
velké n rozdíl c — w„ číselně libovolně malý. 

V konvergující posloupnosti, neobsahující Žádný člen bez- 
počtukráte, tedy každý člen jen na konečném počtu míst, dovo- 
leno každý člen podržeti na jediném místě, třeba tam, kde se 
ponejprve vyskytuje, a ostatní s ním stejné členy vynechati; 
nová posloupnost, jež patrně konverguje k témuž číslu jako 
původní, bude se skládati ze Členů naskrze různých. 

Stanoví-li konvergující posloupnost «,, M a , w 3 , ... číslo U, 
jest | U — « u j < * při n> p; volíce ť <£ e, bude obdobně 
I U — w„ | <í' při n>g>p; volíce q" <*', bude | U — m„ | < *" 



při n > r > q, atd. Možno tedy vy tknouti indexy »<! w, •<«„<:. . 
bez konce rostoucí a takové, že rozdíly 

U - « n , U - «„„ U - « Di , . . . 
se stávají ustavičné číselně menšími. 

Posloupnost «„, «„„ « D!I , . . . stanoví pak dle předchozí 
poznámky také Číslo U. V ní se vyskytne buď nekonečně mnoho 
členů menších než U a tvořících tedy posloupnost stále stou- 
pající, aneb nekonečně mnoho členů větších než U a tvořících 
tedy posloupnost stále klesající a stanovící v obou případech 
ovšem také číslo U, aneb se v ní vyskytnou ty i ony členy 
v nekonečném množství, čímž máme posloupnosti dvě, stoupa- 
jící i klesající, definující obě číslo U a vedoucí k předchozímu 
geometrickému znázornění irracionálného čísla U. — První dva 
případy možno však vždy na tento třetí převésti. Je-li n. p. TJ 
definováno stále stoupající posloupností «, < w a < w 3 < . . ., 
stačí U sevříti racionálnými čísly «, a v„ pak «., a t> a , pak » a 
a v 3 , . ., jichž rozdílům tak ubývá, že v, !> v a >• r 3 > . , . a že 
lim (ť„ — «„) — pro « = se . 

15. Čísla komplexní Č. sou, jemná. 

Zavedením čísel irracionálných umožněno řešeni rovnic, 
jež by jinak neměly řešení; n. p. rovnice x' =: b, kde s jest 
celistvé číslo větší než 1, a b libovolné kladné číslo racionálně 
neb irracionálué, možno pak vždy vyhověti kladným číslem x, 
kdežto racionálně x hoví jen tenkráte, kdy b jest s-tá moc- 
nost Čísla racionálného. Hodnotu x lze vždy snadno stanoviti 
konvergující posloupností. Stačí vyhledati celistvé číslo « ta- 
kové, že «' < 6 <; (a -t- l)'; platí-li 6 = 0+ 1)', jest x=a + l, 
jinak vyhledejme číslo celistvé |í<9 (počet desetin) takové, že 
*'P < 6 ž «"£;, kde £ = /í + 1, a je-li b — «•#, jest x = a^,, 
jinak vyhledejme celistvé )• ^ 9 takové, aby a , §-f<Lb<(ť{!y' v kde 
y, = 7 + 1. atd. Tím nalezneme pro x buď konečný decimálný 
zlomek, aneb hodnotu stanovenou konvergující posloupností 

O, a-f. .-fy, . . .). 

Nalezená hodnota jest jediná kladná hodnota hovící rovnici 
x* = b ; nebot při x\ = b by platilo 

x\ — # — (Xj — x) («!"» + jsr-** + aŤ- , * , + . . . + x'~') = 0; 
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druhý faktor jest patrně kladné číslo, musí tedy vymizeti první, 

t. j. T, =*. 

Jsou však rovnice, a velmi jednoduché, jez nejsou ani 
v oboru Čísel racionálných a irracionálných řešitelný, n. p. 
rovnice x 3 = — 4; jest totiž čtverec každého reálného čísla 
číslem kladným. Abychom tuto, a vůbec každou algebraickou 
rovnici učinili řešitelnou, rozšíříme dosavadní obor číselný 
utvořením nových čísel, t. čísel komplexních č. imaginárných. 
čísla ta jsou utvořena pomoci imaginárně jednotky i, kterou 
definujem e ja kožto číslo, jehož čtverec jest — 1, tedy i" = — 1 
čili í = V— 1; komplexním číslem zveme pak každé číslo tvaru 
a -f - & V — 1> jsou-li o, b čísla reálná, a tu zveme a jeho reálnou, 
b V — 1 jeho ryze imaginárnou částí. 

Obor komplexních Čísel zahrnuje všecka čísla reálná : 
obdržíme je kladouce za b. 

Dvě komplexní čísla a -f- bi, a' + b'i nazýváme stejnými, 
platí-li rovnosti a = ď, h = b'. Komplexní číslo a + bi vymizí, 
je-li číslem + Oi, t. j. platí-li a = 0, 6 = 0. 

Všecka komplexní čísla možno znázorniti body v rovině. 
Veďme v rovině dvě pravoúhlé osy souřadné Ox, Oy a vytkněme 
bod M o souřadnicích x = a, y = b jakožto bod znázorňující ve- 
ličinu fl-f-ři; ovšem nutno dříve zvoliti nějakou délku za li- 
neárnou jednotku, načež čísla a, b stanoví určité délky. Body 
znázorňující veličiny reálné o + io budou na ose Ox, pročež tato 
sluje osou reálnou, a body znázorňující ryze imaginární hodnoty 
o -+- bi budou na ose Oy č. na imaginárně ose. Počátek O zná- 
zorňuje hodnotu 0. 

Dvě komplexní veličiny a + bi, a — bi, jež se různí jen 
znamením koefficientu při i, slují koujugované č. sdružené; 
body je znázorňující jsou symmetrické vzhledem k reálné ose. 

Geometrické znázornění vede k t. z. normálnému tvaru 
komplexní veličiny a + bi tím, že pravoúhlé souřadnice a, b 
vyjádříme souřadnicemi polárnými g, <o, při čemž počátek O 
béřeme za pól a reálnou osu Ox za osu polárnou. Značí tedy (> 
kladně vzatou délku OM, a w úhel sevřený rameny Ox, OM. 

Tím jsme vedeni k tomu, abychom položili 

a = p cos m, b = a sin oj, 

z čehož 

i \i i i it a ■ & 

p = + V<* + 6 , cos ta = — , sin oj = — . 



Uhel e> daný svým cos. a sin. není úplně stanoven; jeden 
takový úhel w se nalezne vždy v mezích 0° a 360", a přidáním 
neb odejmutím libovolného počtu plných úhlů plynou všecky 
ostatní úhly tu =; <u ň + h 360° hovící napsaným rovnicím. Uhel 
m jest patrně úhel, o který nutno rameno Ox kolem bodu O 
otočiti ve směru 90"-ovó rotace převádějící osu Ox do osy Oy, 
aby dospělo do polohy OM. 

Kladná hodnota p sluje modulem čili absolutní neb číselnou 
hodnotou čísla a + U a značí se symbolem \ a-\-bi\ aneb mod. 
(a -f b£); úhel o> sluje argumentem jejím. V případě reálné ve- 
ličiny a se její absolutní hodnota q-= -\- ya' shoduje s číselnou 
hodnotou | a | již dříve definovanou. 

Tvar 

q (cos™ + í sin oi), 
do nějž přechází komplexní veličina a + bi zavedením hodnot 
p, tu na místo a, b, sluje tvarem normálným č. trigonometrickým 
této veličiny. V tvaru tom jakož i všude jinde nadále budeme 
úhel w vyjadřovati v t. z. míře absolutní 6. obloukové. Dán-li 
totiž úhel «*, vytknou ramena jeho na kružnici opsané kolem 
vrcholu s libovolným poloměrem oblouk "-stupňový, jehož délka 
má k poloměru podíl nezávislý na velikosti poloměru, a závislý 
jen na úhlu; tento podíl o> se zove měrným číslem úhlu n" 
v míře absolutní, Č. stručně úhlem «" vyjádřeným v míře abso- 
lutní. Béřeme-li za poloměr jednotku délkovou, jest o> přímo 
délkou onoho «- stupňového oblouku; z toho je patrné, že plný 
úhel jest v absolutní míře dán číslem 2«, kde « značí číslo 

Ludolfovo, přímý úhel Číslem n, pravý úhel číslem -^-, úhel «° 
Číslem w daným proporcí a : 180 = w : », z čehož 

_ ÍT« _ 18Q0) 

w — 180' a ~ * " 

Tím n. p. při « = 1 nalézáme" « = -— = 57-29578° . . - , 
tak že úhel daný v absolutní míře číslem 1 jest přibližně 
úhel 57° 17' 44'. 



16. Základní početní úkony s čísly komplexními. 



Součtem dvou komplexních čísel 

í = a+ 6i, z \ = a \ + fy * 
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rozumíme Číslo 

z + Sj = a + a, + (& + 6.) *, 
a jich rozdílem Číslo 

£ — í, == a — a, -f- (ř — 6,)ť, 
z čehož patrno, že rozdíl zvětšen o menšitele dává menšence. 

Absolutní hodnota součtu nemůže býti větší než součet abso- 
lutních hodnot sčítanců; neboť přičteme-li k oběma stranám ne- 
rovnosti 2aa,bbj ^ a*6J -f- b*a\ plynoucí z S («6i — io,)* hod- 
notu a*aj + 6 a 6! a odmocnime-li, máme 



oa, + bb, <= VV + &*) («? + *!) ■ 
a tedy i 

„« + «; + 6* + 6J + 2 (ao, -1- i&.) ^ a 1 -f o* + b 3 + 6* 
+ 2 V" 9 -f & 3 Vaf+^í, 
a odmocněním 

Vc«~+ ^"'-FČM^&i? S VS í T» r +Vo! + ft!. 

jak bylo dokázati pro dva sčítance. Nyní pro součet tří Čísel 
| 5 + gl + Jř, | ^ | 5 + *, | + I *, I Ž I # | + I *i I + I ^ !, 
atd, pro každý součet. 

Symbolem — « značíme i zde rozdíl — s = — a — 5i. 
Body znázorňující hodnoty 2 a — # mají tedy takovou polohu, 
že bod nullový (počátek) jest uprostřed mezi nimi. Patrně 

$ + ( — #i) =^ # — «i- 

Jsou-li JI/", Jf, body znázorňující čísla 2, «,, jest čtvi-tý 
vrchol AT rovnoběžníku sestrojeného nad stranami OM, 0M t 
bodem z + 2,. 

Poněvadž OM=: \ g | , UJí;—Ity= | 2, | , OŇ = | * + *, |, 
jsou tyto tři absolutní hodnoty délky stran trojúhelníku OMN, 
z čehož opět soudíme, že 

I e + *, | ^ I * ! + | e t | , a dále že 
I * + *, I < ± C f I - I 4 I )• 

Je-li JW , bod souměrný k M, vzhledem k počátku O, zná- 
zorňuje M\ číslo — s„ & jest tedy čtvrtý vrchol rovnoběžníku 
o stranách OM, 0M\ obrazem hodnoty g — «, . 

Bylo by nyní snadno nalézti bod znázorňující součet libo- 
volného počtu komplexních veličin, znázorněných danými body. 



Součinem zz x zoveme komplexuí Číslo 

zz, = aa, — 66, + (ab, -+• 60,) i, 
vyvozené z daných čísel a -\- bi, a, + b,i tím, že je násobíme 
jako by bylo i Číslo obyčejné a že nápotom i a nahradíme — 1. 
Součin zz, vymizí, je-li alespoň jeden z faktorů 0; vymi- 
zení totiž požaduje rovnosti 

aa, — 66, = 0, ab, + aft, = 0, 
z nichž eliminaci čísla 6,, resp. a,, odvodíme 

a, (a* + 6") = 0, 6, (a a + 6*) = 0, 

tak že při a* + 6* •> mánie a! = 0, 6, = 0, t. j. z, = 0, a při 
a 1 + 6" = ihned a = 0, b — 0, t. j. s = 0. 

Podílem a, : e nazýváme číslo íj = a a + 6 2 í , jehož součin 
b dělitelem podává dělence; má tedy platiti 

2, = 2« a , t. j. o, + 6, i = <*a 9 — 66 a + i(«6 a + 6^), 
t. j. čísla a 2 , b t mají hověti rovnicím 

a« a — 65 a = a, , 6a a -J- a6„ = 6, , 
z nichž řešením při supposici a* + 6 fl >■ , 

aa, + 66, . a6, — 6a, 

"»— ~o* + 6 a ' &s — a a + J 5- ' 
a tedy konečně 

2, aa, + 66, a6, — 6a, 

" ~ ~a'~+b~ + Tř+Tr- * ■ 
Podíl ífj : z jest tedy vždy určité komplexní číslo, kdy 
dělitel s není 0, t. j. když a a + 5* >• ; podíl z, -. nemá žád- 
ného významu, jelikož požadavku e, = 0z a při z, = hoví každé 
Číslo Si,, a při nenullovém z. Žádné. 

Součin i podíl nabývají přehlednějšího tvaru, užijeme-li 
tvarů normálných 

z =; p (cos w + i sin m) , £, = p, (cos <o, + i sin w, ) , 
t, j. kladenie-li 

a := p cos w , 6 = g sin 01 , «, = p, cos w, , 6, s: q, sin m, . 
Tím 

zz x = qij, cos ©> cos oj, — pp, sin to sin o>, 
+ * (pp, cos ra sin ra, -j- pc, sin m cos ta,) , 



t- j. zz, = QQ t (cos (« + W, ) + í sin (ůj + n, .)) 

což jest opět tvar normálný; a pro podíl máme 

g, ep, cos ai cos n>, + pp, síd m sin m, 

* — p* ~ 

. 9p, cos w sin », — po, sin a> cos «, 

t j. — — = — — /cos (oj, — «) + i sin(w, — «)J, 

tedy opět tvar normálný. 

V součinu zz, jest modul součinem modulů p , p, a argument 
součtem argumentů w, w, , t; podílu z x : z jest modul -^- podílem 

modulů a argument w, — ra rozdílem argumentů Čísel z, z,. 

Početní úkony právě definované shodují se a úkony plat- 
nými pro čísla reálná v případě, kdy daná. komplexní Čísla jsou 
reálná a řídi se patrně týmiž pravidly základními, tak že n. p. 
i zde platí rovnosti 

gg, = z t g , (»,) ř a = («r t ) z, , (* + *i) «9 = w a + Ma i 
« — = 0, í1 = í. 

17. Mocněni a odmocňováni čísel komplexních. 

Máme-li » komplexních čísel v normálných tvarech 
z r =i p„(cos «, + í sin Bi ř ), (» = 1, 2, . . t») 
a násobíme-li součin 

z,z 3 = Plřa (cos («, + ">«) + i sin (», + »,)) 
číslem z a , obdržíme součin 

í,*,*, = ei o íS . a (cos (<b, + » a + »j) + * sin (w, + »„ + «»»)), 
atd., až konečně součin všech » čísel 

f,« a . . £„ =sl p,p« . . p. [cos («, + w, + . . + «„) 
+ isin( w , +«, + .. + «.)]! 
modul součinu jest tedy součin modulů všech faktorů, a argu- 
ment součinu jest součet argumentů faktorů. 

Předpokládáme-li ř, = s, =s . . ss i n , vyjde formule 

z," = p," (cons no, + ť sin «<»,), 

nazvaná turorcem Moivre-ovým ; v ní jest n celistvé kladné číslo. 



Formule ta platí však i pro záporné celistvé m, jestliže 
i pro komplexní g, symbol č, - " definujeme podílem 1: g,*; 
máme pak 

_„ _ J_ _ 1 (cos + i sin 0) 
1 g," 9, D (cos mm, + sin Mm,) 

= — - cos (0 — mw,) + i sin (0 — «<»i) , 
Pí L J 

t. j. ř,- n =: p, - ■(coa — nro a + i sin — na,), 

Učinime-li ještĚ sjednání, že je," značí 1, řídí se násobení 

a dělení mocností o témž komplexním základu patrně pravidly, 

platnými pro mocnosti reálného čísla. 

Odmocninou n-tou (« celistvé > 1) komplexního Čísla 

e = p (cos + t sin «o), již značíme [/*, rozumíme číslo «'==?' 

(cos »' + i sin ra') hovící rovnici z'" = e. Máme tedy požadavek 

p' n (cos můj' + * sin mm') = p (cos » -4- i sin m) , 

t. j. , 

p' n cos »m' = p cos oi , q' b sin «o>' = p sin o>. 

1 
Sečtením čtverců těchto rovnic vychází p' a " = p a , a tedy 

p*" = 9 a p' = |/p , značí-li toto odmocninu arithmetickou z p, 
1 j. kladné číslo, jehož w-tá mocnost jest p; nyní vidíme, že úhly 
«m' a w mají míti týž cos. a týž sin., že tedy jsou buď sobě rovny 
aneb že se různí o celistvý násobek plného úhlu 2«, Čímž ko- 
nečně nalézáme 

p' — y/g , »ra' — w -J- 2ht . 

tak Že hledané číslo s' může býti jen tvaru 



z - = V7=Vv( Ci 



+ 2kn . . <o + 2ka \ 



- + i sin 



Povýšením této hodnoty na mocnost m obdržíme q (cos o> 
+ i sin oj), t. j. -g' hoví kladeným požadavkům. 

Ve výrazu nalezeném podávají čísla 4 = 0, ±1, ±2,.. 
všecky hodnoty ť , jichž M-tá mocnost jest g; tím však nabu- 
deme jen w různých hodnot po a', neboť kladouce za h dvě čísla 
různící se on, máme touž hodnotu g', tak že stačí položiti za 
k čísla 0, 1, 2, . . m — 1, aneb vůbec m čísel po sobě jdoucích, 
a obecněji n čísel neshodných mod. ». Hodnoty v počtu » ply- 
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tioucí po í - při fc = 0, 1, 2, . . w — 1 jsou veskrze různé, je-H 
í>>0; neboť rovnost dvou, odpovídajících číslům k, k' by vy- 
máhala rovnosti 

» + 2kn u + 2Í'ji 

cos — COS ! , 

n « 

(o -j- '2Jct? 



a tedy by rozdíl úhlů — - — musil býti celistvým násob- 

čísleni celistvým, což vzhle- 



i ku l<n, i'<» není možné. Tím nalézáme, Se n-tá od- 
i z každého komplexního čísla q (cos w + i sin w) různého 
od má n hodnot, daných výrazem 

\/ Q (cos — + * sin ! l, (k = 0, 1, 2, .. n— 1). 

Jde-li n. p. o třetí odmocninu z — 1 , položme tuto hodnotu 
nejprve do normálného tvaru 1 (cos « + i sin jr), nařež 



v 

řtmž 





* + 1k* , . . i + 2*» rl 




.2) 


nabýváme 


3 ' ' ™ 
tří hodnot : 


3 ' v 
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Kapitola II. 
Limity a meze. Nekonečné řady a součiny. 

18. Rozšířený pojem limity. 

Dána-li nekonečná řada reálných Čísel 
(1) o,, o a , a 3 , . . . 

a existuje-li Číslo a takové, že rozdíl a„ — a se stává ČíselnS 
libovolně malým pro dosti velké «, t. j. platí-li 
| a» — o | <. i , jakmile » !> p , 
kde t jest libovolně malé kladné číslo a p jisté kladné číslo 
celistvé, tu pravíme (či. 12.), že a„ má limitu o pro n rostoucí 
do nekonečna, aneb že a B konverguje k a pro m = ae , a píšeme 

lim a B =a. 
Dle článku 13. jest konvergence posloupnosti čili nerovnost 

I Sn+r — O a | <e, «!>!>, 
jpří libovolném v, nutná a postačující výminka pro to, aby existoval 
konečný lim «„ pro « = oo *). 

Rostou-li však členy dané posloupnosti (1) nad každé číslo, 
t. j. platí-li 

On >• E, jakmile «>■!>, 



*) Cauchy, Cours ďAnalyse de 1'École royale Polytechnique, l^t Partie, 
Analyse algébrituie, 1821, Chap. VI. K této výmince poukázal již Bohano v po- 
jednání „Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je xwei Werthen, 
die ein entgegengesetztes Resuliat gewihren, wenigstens eine reelle Wurzel der 
Gleichiing liege", Abh. der kgl. bohm. Gesellschaft der WissenscLaften, Prag, 
1817, jehož překlad ptof. Studniíka uveřejnil v Časop. pro pěst. math. a fysiky, 
roč. XI. 
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kde E značí libovolné velké kladné číslo a p jisté celistvé číslo, 
na onom obecně závislé, tu pravíme, že a B roste do nekonečna 
č. Že má limitu ae , roste-li » do nekonečna, a píšeme 

lim a, = x; 

a dále pravíme, že On klesá do — =e píšíce 
lim o n = — oo , 

roste-li — o n do « , což tedy vyžaduje, aby o„ < — E, jakmile 

Mlčky ve všech těchto případech předpokládáme, že n roste 
do nekonečna tím způsobem, že nabývá celistvých kladných 
hodnot. 

Stanovení limit se mnohdy usnadní následujícími výroky, 
jichž správnost dle či. 10. a 11. jest patrná: 

Jest-li lim o a = o, lim b a = i, jest lim (o„ + b e ) = « + &< 

t. j. lim (oo + 6o) = lim o„ + lim b a , 

a podobně v případě více sčítanců; obdobně 

lim (o„ — 6„) = lim a a — lim b„ , 

lim («„ t„) = lim o a . lim b a , 
,. a D lim «„ 

lilii -r- = -rp— : J — , 

o n lim b a 

tato poslední rovnost ovšem za supposice lim 6 n ^ 0. Ostatně 
plynou tato pravidla pro stanovení limity součtu, rozdílu atd. 
přímo z definice limity; dle této jsou rozdíly o„ — a, b a — 6 
číselně libovolně malé pro dosti velké n, tedy 

fl„ = a + «, K = b + p, 
kde a, (i se stávají číselně libovolně malými. Nyní ale rovnice 

a a + h n - (a + V) = « + Č 
ukazuje, že o + b jest lim (a„ + 6„), a rovnice 

o n »„ — ab = Oj? + ba -\- a(i 
ukazuje, že levá strana se stává libovolně malou, t. j. že 
ab = lim (a n 6n), atd. 
Ve speciálném případě, kdy lim a„ = 0, pravíme, Že a a jest 
nekonečně malé Číslo pro n = <* ; to tedy znamená, že | a„ — .0 | , 
t. j. | On J se stává libovolně malým pro dosti velké ». V úvaze 
právě předcházející json « o £ nekonečně malá čísla. 

H. W»jr, Poaet diffe .•□dální. ! 
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N. p. při posloupnosti 1, j, K ■ ■ J es1; «n = — , lim a„ = 
č. — jest nekonečně malé číslo pro lim w = x ; skutečně 
a D — = — ■< * , jakmile n "> — . 
Při posloupnosti 2 ry, 2 ^a - , 2 p-, . . jest 



lim o D = 2 ; skutečně \ a a — 2 | = - 



i 

jakmile n > í/^- 



Hodnoty 1, 1 + «, -£-, ~2" + «, -p -j- + «> • • nemají 
limity, neboť při dosti velkém » se liší a a libovolní málo stří- 
davé od a ód a, tak že nemůže existovati číslo a , od něhož 
by se «n stále lišilo libovolně málo, jakmile « :> p. 

Vyšetřme ještě posloupnost e, c a , c s , . , v příčině limity 
její. Budiž nejprve c ^ 2; pak On = c" ^ 2" a tedy a„ větší než 

libovolně velké kladné číslo E , jakmile w ■>■ -~ — ; jest tedy 

lim e" = qo . 

Budiž, za druhé, 1 <: c < 2 ; vzhledem kol pak 

^~' =c- 1 + c-« + . . + c + 1 •> n, 

e»— !>»(<: — 1), c'>l + w((-l)>Epři »> E " 1 1 -, 

tedy .. 

* lun c" ss 00 při « = 00 . 

Budiž dále c = 1 ; pak jest 1 , 1 , 1 , . . daná posloupnost 
a lim e n = 1 . 

Budiž dále 0<«< 1, tedy -~>1, ~->l + n(^-- lV 

■i— 1 

z čehož c" ■< *, jakmile » > _? , a tedy lim c n = 0. Máme 

c 
tedy lim C = ac při c~> 1 , lim c n =; při <C c < 1 . 



Jest-li c záporné a <: — 1, rostou hodnoty c, c% c* , . . 
číselně nad každé číslo a mají střídavá znamení; lim e* tedy 

neexistuje. Jest-li ale — 1 <. e < 0, klesají hodnoty c, c a , c 3 , 
číselně pod každé kladné Číslo a tedy lim c° = 0. 

19. Pojem horní a dolní meze. 

Každá nekonečná posloupnost konečných hodnot, at konvergu- 
jící neb nekonvergujteí, má horní a dolní mez, t. j. existuje určité 
Číslo L, nad které není Žádný člen dané posloupnosti o, , a a , 
a 3 , . . a takové, že se buď vyskytují členy rovné L, aneb členy 
odchylující se od L o libovolně málo, v kterémž případě L není 
členem posloupnosti, a dále existuje číslo l, jehož není menším 
žádný člen posloupnosti a takové, že buď se vyskytnou členy 
rovné l. aneb členy různící se od Z o libovolně málo. číslo L 
sluje horní, Číslo l dolní mezí čísel o,, o,, a a , . .*). 

Supposice o konečnosti členů dané posloupnosti opět zna- 
mená, že každý jest Číselně menší než určité číslo A. 

Utvořme novou posloupnost a, , a at a a , . . následujícím 
způsobem, číslo o m budiž v řadě čísel a^ , a 3 , . . první, které 
jest větší než a, ; není-li žádné větší, jest a, horní mezí všech 
hodnot a*, jinak budiž o„ první Číslo větší než a m v řadě 
«m+i , «m-fí> ■ ■; kdyby takového čísla vůbec nebylo, bylo by 
číslo a„ horní mezí, atd. Tím buďto nalezneme člen posloup- 
nosti, jenž sám jest horní mezí. aneb novou nekonečnou posloup- 
nost a,, a„. a B , ■ ■ o konečných rostoucích členech, tedy kon- 
vergující a stanovící jisté číslo L té vlastnosti, Že L - a, jest 
číselně libovolně malé pro dosti velké p (či, 13.). 

Důkaz o existenci dolní meze l by se vedl obdobně. 

N. p. Čísla 

jež číselně jsou všecka menší než 1, mají horní mez 1 a dolní 
mez — 1 ; ani této ani oné meze nedosáhne žádné z daných čísel. 

*) Pojem ten vytkl již Bolzano, ]. c, později Wtierstrais ve svých před- 
náškách. 



20. Posloupnost o členech komplexních. 

O nekonečné posloupnosti komplexních čišel 

(2) «. +»A, «, + #,, «. + %, ■ • 
pravíme, že konverguje a stanoví číslo « + */* píšíce 

n lím (« n + ifi m ) = « + íft 
jestliže 

I « n + V- - (« + »'/*) I < ■ Při « > P. 
kde í značí jako dosud libovolně malé kladné Číslo, a p jisté 
kladné číslo, závislé obecně na e. Poněvadž absolutní obnos 

I « n + ífim - (« + tf) | = VC^-^+Cfr-fl) 1 

se stává libovolně malým jen tenkráte, kdy rozdíly « n — «, 
Čn — £ jsou Číselně libovolně malé, soudíme, že posloupnost (2) 
konverguje tenkráte a jen tenkráte, kdy konvergují obě po- 
sloupnosti 

(3) ' »n *» «a> • • a ft, ft, (9 aj . .; 

stanoví-li tyto resp. čísla a, £, jest pak a + i& čislo stanovené 
poslonpností (2). 

Z toho ihned vychází, že nntná a postačující výminka, aby 
posloupnost (2) měla konečnou limitu, jest, aby při libovolném # 

|« B +x + if?n+ r — C«n + »V») i < ř t jakmile M !>i*; 
ueboť pak a jen pak se stávají rozdíly a n+r — «„, fi B+v — ^ř Q při 
dosti velkých n číselně libovolně malými, t. j. posloupnosti (3) 
jsou konvergentními 

Také o posloupnostech s komplexními Členy patrně platí 

lim (w„ + v B ) =z lim «n + lim v B , atd. 
21. Konvergence nekonečných řad. 

Nekonečnou řadou č. stručněji řadou nazýváme posloupnost 
nekonečného množství čísel u„, «,, %, . . dle jistého zákona 
utvořených a addicí spojených. Hodnoty w slují členy její, u a 
Členem obecným ; týž jest závislý určitým způsobem na in- 
dexu M. 
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Nekonečnou řadu o reálných členech 

(4) «,+*,+«„ + ... . 
nazýváme konvergentní č. sbíhavou, je-li posloupnost 

(5) s, = m , s a = «„ -J- u„ s 3 =r « + «, + «,, . . 

konvergující, a pak nazýváme číslo s, touto posloupností stano- 
vené, součtem nekonečné řady (4), tedy 

s = lim s a ; 

není-li posloupnost (5) konvergující, t. j. ueexistuje-li lim s a 
aneb je-li lim s, = + », nazýváme řadu (4) divergentní č. roz- 
bíhavou, a nepřipisujeme ji Žádného součtu. 

Jest tedy nutná a postačující výminka pro konvergenci řady 
(4), aby platila pro kaidé r nerovnost 

\s a+r - s a \<t, n>p, 

kde * značí libovolně malé kladné číslo, a p celistvé číslo obecně 
na » závislé, t. j. aby platila nerovnost 

(6) i «„ + «„+, + . . + w.+*-i | < ., « > p. 

Učinivše * = 1, jest s B+v — s n = «,, a tedy | u„ | < c při 
dosti velkém «, t. j. v každé konvergující řadě jest lim « n — 0, 

Č. jinak řečeno, Členy každé konvergující řady se stávají neko- 
nečně malými. Toť ovšem nutné, ale nestačí pro konvergenci, 
jakož snadno vychází n. p. u řady harmonické 

■+Ť+T+T + - 

Zde patrně máme s, <. s, •< s 3 . . , a dále snadno nahléd- 
neme, že s„ roste nad každé číslo s rostoucím n ; stačí členy 
v s a shrnouti takto do skupin 



:I + 



i+(i+i)+G+T+Ť+i) 
+(*+■■+£)+■•■ 



aby bylo zjevno, že skupina v první závorce jest větší než 
' — + — t. j. -~-, skupina v druhé závorce opět větší než -rr-\- -5- 



-s", a t. d., že tedy pro dosti velké « jest s„ větší 

než libovolně velký násobek zlomku -3- , t. j. s u libovolně velké, 
Čili lim s„ = se , a řada divergující. 

Přímé vyčíslení lim s„ se snadno provede u řady 

' + 1 + T + I + Á+ •■• 

zde s, = 2 — 1, s s = 2 ň", * s = 2 — — , . . , 

a tedy lim s n = 2, pročež řada konverguje majíc součet 2, 

Případy, v nichž možno s„ vyjádřiti tvarem přehledným, 
jenž dovoluje vyčíslení aneb alespoň odhadnutí lim s n , jsou po- 
měrně řídké, a nutno vzíti útočiště k jiným pomůckám, jde-li 
o posouzení konvergence řady. Nejhlavnější z nich nyní vylo- 
žíme*). 

22. Rozhodování o konvergenci, zbytek řady, konver- 
gence absolutní. 

Rada o kladných členech 
(4) «. + «,+«,+ .. 

konverguje, jsou-li všecky součty s, , $ a , . . menší než určité 
Číslo A ; pak jest totiž rostoucí posloupnost s, , s q , s a , . , . 
konvergentní (či. 43.) a číslo s, jí stanovené, jest součtem 
řady .(4). 

Nahradíme-Ii v konvergující řadě libovolný konečný počet 
členů jinými hodnotami, jest nová řada opět konvergující, neboť 
na nerovnost (6), zabezpečující konvergenci, nemají počátečné 
Členy «„,«,,.., M n _i žádného vlivu. Z toho patrno, Že při po- 
suzování konvergence netřeba přihlížeti k počátečným členům 



*) Podrobnějšího poučení o konvergenci rad nalezne Čtenář ve stati : 
A. Príngshcim, Allgemeine Theorie der Divergenz und Convergenz von Reihen 
mit positiven Gliedern, Math. Ann. t. XXXV, kde oceněna a navzájem porov- 
nána konvergeníní kriteria. 



v libovolném portu, okolnost důležitá tenkráte, kdy počátečné 
Členy jsou tvořeny nepravidelným nějakým způsobem. 

Dána-li konvergentní řada o kladných členech, vzniká vy- 
necháním konečného neb nekonečně velkého počtu členů nová 
řada, též konvergující; nerovnost (6) jest totiž také pro novou 
řadu patrně vyplněna. Totéž platí o nové řadě, již obdržíme, 
nahradíme-li konečný neb nekonečný počet členů menšími klad- 
nými čísly neb 0. , 

Konverguje-li řada o reálných Členech (4) majíc součet s, 
konverguje také řada 

(7) «« + «,i + i + «* +1 + . . ; 
a nazveme-li její součet R<<, platí 

s = Sí. + R«. 

Hodnota Hp sluje zbytkem řady (4), sečteme-li jen p jejích 
prvních členů. 

Skutečně mánie 

s a = S* + Up + «*+i + - • + "n-l , 
tedy ti*. + M/i-f-i + . ■ + tín-i = s u — Si* , 

a lim (up + mx+i + . . + «b_0 = lim s„ — »* = s — s^, 

t. j. řada (7) konverguje a má součet s — s*, jak bylo dokázati. 
Konverguje-li řada Číselných hodnot 

(8) I H, | f | % | + | «, | + . . . , 

tedy konverguje také řada (4), a pak pravíme, že konverguje abso- 
lutně*). Z konvergence řady (8) totiž soudíme, že 

1 Mi I + | Wn+1 | + • ■ + | Wn+" I < * Pří « > PÍ 

avšak (či. 1tí.) 

I U a + « n+I + . . + « n+ * I Ž I *n ] + | «.+! | + • ■ + I «.+„ I , 

tedy 

| Wn + «D+1 + . . + W a +v | < í pří « > p. 

jak bylo dokázati. 



*) Cauchy, Coura ďAnalyse, Chap. VI, § III. 



N. p. řada 1 - 
něvadž jsme o řadě číselných hodnot 

1t T t í t T' 

ukázali (či. 21".), že konverguje. 

Ovšem nevymáhá konvergence řady (4) konvergenci řady 
(8), t. j. řada (4) může konvergovati, aniž by však konvergovala 

absolutně; n. p. řada 1— 'tt+"5 — T +■ ■ konverguje —jakož 

ihned ukážeme — kdežto řadu I+tt+x^íT"^" ■ isme se- 
znali (či. 21.) jakožto divergující. 

JesUiíe Heny nekonečné řady mají od jistého místa znamení 
střídavá a stále číselně hlesají stávajíce se libovolně malými, tedy 
řada konverguje. 

Dle učiněných supposic máme pro dosti velké n 

± (« n + *+. + - • + *»+0 = I «» I - I »-+! I + i «« +! I 

± [ «»+, | . 

Pravou stranu možno napsati dvojím způsobem, a to 
( I u a | - I « n+1 | ) + ( | M„ +a I - | Mn+8 | ) + - . , 
aneb 

| «n | - ( | «.+, | ~ | »„+■ | ) - ( | « B + 3 | - | *+* | ) - ■ ■ S 

z prvního tvaru vzhledem k supposici 

| Mn | > | W.+ 1 I > | « n+ i I > . ■ 

patrno, že tato pravá strana jest kladná, a z druhého vychází, 
že jest menší než | u n I . Máme tedy 

I « n + «» + i + • • + «»+. | < | w„ | , 

a poněvadž jest | m I libovolně malé při dosti velkém n, soudíme, 
že daná řada m„ -4- «i + • • konverguje. Zároveň dovolují ony 
dva tvary posouditi velikost zbytku R„; jest totiž 

| B. | < | * | a | E» | > | «. | — | «„ +1 | . 

Nyní jest konvergence řady S = 1 5~ "T" ~a — t+ ■ - • 

patrná; a píšíce n. p. 

'-+B„ 



máme 

R ' = ""ír + ■■ = t - ("ít - 7)~V8 - t)~ ■ ■'■ 

Rovněž patina jest konvergence řady 

kde a, 6 znáči dvě libovolná kladná čísla; řada ta ale nekon- 
veiguje absolutně, poněvadž řada 

jest divergující. Platí totiž při o<: b pro součet a„ prvních n 
členů jejích 



;=vU +-5T+- 



a při » > * : 
,.>j + J s+ ..H 
konečně při o = ř, 



-+■•+.4!). 



z čehož patrno (Či. 21.). že s a se stává větší než každé číslo 
pro dosti velké n. Závěru toho docházíme porovnáním řady 

.s řadou harmonickou již prozkoumanou 1 + -5- -+■ -=- + . . . ; 

podobného porovnání užijeme ještě Častěji k posouzení kon- 
vergence. 

Jest-li 
(9) S = «, + u, + « a + . . 

absolutně konvergující řada o nekonečném množství jak klad- 
ných tak záporných členů, tu konverguje řada utvořená z jejích 
kladných Členů, jakož i řada utvořená z číselných hodnot jejích 
záporných členů; značíme-li S', S" součty těchto řad, platí 

S = S'- S". 
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Označme s a součet prvních n členů dané řady, s'„ součet 
n' kladných členů a s"„ součet Číselných hodnot n" záporných 
členů v s n obsažených; pak patrně 

(10) s a = «*„ — s" n , s'„ < 2, s"„ < £ , 
značí-li £ součet řady 

i «. i + 1 «, i + 1 «. ■ + • ■ 

Roste-li « do nekonečna, roste jak ri tak « " do nekonečna, 
jinak by daná řada neobsahovala nekonečné množství kladných 
i záporných členů; a tedy vychází z druhé a třetí nerovnosti 
(10), Že (či. 13.) 

lůn s'„ = S', Um 5"„ = S" 

jsou konečné hodnoty, a pak máme z rovnosti (10) 
lim s u = lim s' a — lim s*„ = S' — 8", 

jak bylo dokázati. 

Kdyby absolutně konvergující řada (9) obsahovala jen ko- 
nečný počet záporných členů, tedy by kladné její členy opět 
tvořily řadu konvergentní, a je-li S' její součet, tu by opět 
S — S' — S", znači-li S" součet Číselných hodnot členů zápor- 
ných; a pod. v případě, kdy (9) obsahuje konečný počet klad- 
ných členů, tedy nekonečné množství členů záporných. 

28. Přemístění členů řady konvergující. 

Přemístěním Členů absolutně konvergující řady vzniká nová 
řada absolutně konvergující o témž součtu jako původní. 

Mějmež nejprve konvergující řadu o kladných členech 

(11) s = «„ + », +«,+ •• , 
která nechť změnou pořadu Členů přejde do řady 

(12) «'<, + «', + < + - . 
Z konvergence řady (11) soudíme, že 

(18) «„ + «„+,+ .. +«»+-<« při»>i>. 

Volme nyní index m tak velký, aby součet 



obsahoval všecky členy součtu s„ = ií u + m, + . . + m„-i , tedy 
m ^ n ; pak se nadbytek součtu s' a nad s B skládá z Členů vza- 
tých z řady « n + M„+i + w n+1 , . . a jest tedy dle (13) menši 
než t: 

s' m — s B <: $ při « ;> p , 
jinak řečeno : lim (s' m — s„) = č. lim í^b — lim s„ = , 
t. j. lim 4^= lim s„ =S, 

čímž tvrzení dokázáno. 

Je-li za druhé řada absolutně konvergující (11) o členech 
různě označených, a je-li (12) řada z ni vznikající přemístěním 
členů, volme opět m ^ n tak velké, aby součet s' m obsahoval s„ ; 
pak s' n — s a se skládá ze členů vzatých z řady 





«„ + «■ 


+ 1 + M n+S + 






a vzhledem k nerovnosti, 
řady (11) 


vyjadřující 


absolutní 


konvergenci 


1 «. 1 + 1 


« 0+ . I + 


. . + I « n „ 


l<«, »; 


>i>, 


soudíme opět, že 












| S m Sn 


| •< i při n > p. 




t. j. lim (s' 


■n-S u ) = 


-Oč. lim s 


' m = lim s a 





jak bylo dokázati. 

U řad, které sice konvergují, avšak ne absolutně (bedingt 
convergent), tak že diverguje řada číselných hodnot členů, možno 
konečný počet Členů přemístiti, a o vznikající řadě tvrditi, že 
opět konverguje, majíc týž součet jako původní. Při takovém 
přemístění zůstávají členy od jistého místa, n. p. od členu «p, 
na svých místech, a jest tedy při n->p součet prvních « členů 
v dané i odvozené řadě týž, tedy i lim s„ týž. 

U řad takových má však přemístěni nekonečného množství 
Členů podstatný vliv na konvergenci a součet řady, nebof lze — 
jakož Biemann*) ukázal — Členy neabsolutně konvergující řady vždy 
tak přemístiti, ze vznikající řada má na součet jakékoli číslo A. 
Především jest patrné, že řada taková obsahuje nekonečné množ- 
ství jak kladných, tak záporných členů, a že členy kladné tvoří 



*) Werke, pag. 221. 
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řadu divergující, a členy záporné též; jinak by totiž daná řada 
byla buď absolutně konvergentní aneb divergentní (či. 22.)- Je-li 
nyní A n. p. číslo kladné, tedy sečtěme nejprve tolik členů kladných, 
aby součet jich přesáhl A, věc možná, poněvadž řada kladných 
členů diverguje; k nim přičtěme tolik záporných, po sobě 
jdoucích členů, by celkový součet byl < A , k nim zase připojme 
tolik dalších kladných členů, by nový součet byl opět "> A, atd.. 
nemíníce jinak pořad členů. 

Součet nové řady bude A; neboť vzhledem k limw„ = 
stává se přesahování nad A a nedosahování k A libovolní! 
malým. 

Aby nekonečná řada konvergovala při jakémkoli sledu členit, 
majíc všdtf týl součet, jest nutno a stačí, aby konvergovala abso- 
lutně. Jest to nutné, neb jinak lze, dle předchozí úvahy, jiným 
pořadem členů docíliti jakýkoli jiný součet, a stačí to dle první 
věty tohoto článku. 

Řada n. p. 
(13) 8 = 1— \-+\— 1-+... 

jest konvergentní, však neabsolutně, majíc divergující řadu abso- 
lutních hodnot. Přemístěním členů obdržíme řadu 

Čili 

/I 1 \ 1 / 1 1 \ 1 

2'= 1 - 



jež vzhledem k 
t. j. obecně 



2 



i»4- 



1 ^ 1 



2»-l 2(2»— 1) T 2 . 2m 2n+l ' 

a vzhledem k okolnosti, že členům o střídavých znameních ubývá 
k 0, dle či. '22. jest konvergentní. Součet £ řady této se různí 
od součtu S řady původní, jakož ukazuje následující úvaha. 



Položme 














8' 


,=.+! 


+ 4 + 


■ • + 


i 

2»-l ' 








.-.=4+ 


Ť+i 


+ ■■ 


+ £• 






áme pak 














!("- 


"■)=r. 


W 


2"+' 


' ' + (2»- 


1 

-i) 


. 2 




-(A+- 


i^ 


• + 


Wrr). 






přičteme-li 


a odeČt«ine-lÍ součet 












1 . 2 T 3 


^T + - 


+ <š 


i 

:«-l)2' 







2 ( s '" *"")— 1 . 2 + 3 I 2 + ' ' + (2»-"I)2 

-(4-+Í + -+-SÍT). 
C) i-(,„-,„) = | +i+ .. + _L_ 

-(*+-*- + • -+^> 

Rozdíl s' n — s" n jest patrně součtem s in prvních 2n členů 
řady (13) a tedy 

S = lim (s'„ — s" ) i n = °e , 
kdežto pravá strana rovnice (15) ukazuje, že -z-( s 'i> — *"n) jest 
součtem prvních 4« — 1 členů řady (14), tak že 

2= lim -^-(s' n — s" n )=-^- lim is' D — s" \, w = ae , 

z čehož 

£ = i S . 

24. Porovnávání řad; rada geometrická. 

Vydatnou pomůckou při posuzování kovergence bývá po- 
rovnání dané řady s jinou, v příčině konvergence již prozkou- 
manou 



(U) « + «, + « 3 + • . 

daná řada o kladných Členech; porovnejme ji a jinou řadou 
o kladných členech 

m .„+«,+»,+ .. 

Jest-li řada (V) konvergující a nepřesahují-li Sieny řady 
(U) příslušné cleny řady (V), jest (U) patrně také konvergentní ; 
je-li řada (V) divergentní, a jsou-li členy řady (U) větší než 
příslušné členy řady (V), jest (U) také divergentní. 

Dána-li řada o kladných členech (U), tu byla nutná, ale 
ne postačující výminka pro její konvergenci, aby lim w„ = 0; lze 

ukázati, že i lim nu n , jestliže existuje, musí býti 0, aby řada mohla 
konvergovati, ale i tato výminka neuí ovšem postačující ku kon- 
vergenci. Skutečně, součin nu u jsa kladným a maje dle suppo- 
sice limitu pro n = oo , může míti za limitu jen neb Číslo 
kladné í, aneb může růsti nad každé Číslo. "V druhém případe 
pro dosti velké n plati 

| nw„ — k ] < a , 

kde a značí libovolně malé číslo kladné, dejme tomu, menší než 
k. Rozdíl ««„ — h jest tedy obsažen mezi — a a + «, tudíž n« n 

£ a 

mezi k — * a k + a , pročež tiWn > h — « , a «„ >■ , t. j. 

členy dané řady jsou od jistého n větší než resp. členy řady 
divergentní 

a řada (U) tedy diverguje. 

V třetím případě jest pro dosti velký index nw„ "> A, kde 
A značí libovolné kladné číslo, a tedy w„ :> , tudíž řada 

{U) divergentní. Má-li tedy řada (U) konvergovati, musí nastati 
případ první, t. j. musí lim ««„ = pro « — *> ; ovšem není 
tato výminka postačující, jakož n. p. vychází u řady 

1 + "272" + T7š~ + ■ • + VhT + ■ *' 



kde In značí logarithmus Čísla «■ Řada ta diverguje (či. 28.), ač 

I 

"/« 

Jakožto applikaci vytkněme řadu již v či. 22. uvažovanou 

-+— i— +— — + +- ' 



a -j- 6 ^" o + 26 T * " ^ o + «ft 
kde a, 6 značí dvě libovolná kladná čísla; zde 



o -+• nb 



jest různý od 0, a řada tedy diverguje. 

Pohodlně porovnáme řady (U) a (Y), přihlédneme-li k po- 
dílu příslušných jich Členů ; je-li tento podíl, alespoň od 

jistého indexu n, obsažen mezi dvěma kladnými čísly a , b , růz- 
nými od nully, jest řada (U) konvergentní, je-li (V) konvergentní, 
a (U) jest divergentní, je-li (V) divergentní, neboť «„ jest mezi 
av a a bv D a tedy jsou členy řady (U) mezi příslušnými členy řad 

av -\- o«, -|- ímj, + . . , 

bv t -\- bv, + bv 9 + . . , 

konvergentních, je-li (V) konvergentní, a divergentních, je-li (V) 
divergentní. 

Obdobně vychází, že v případě, kdy podíl — — jest menší 

než určité kladné Číslo i, konvergence řady (V) má za následek 

konvergenci řady (U) ; a v případě >■ o "> , divergence 

řady (V) má za následek divergenci řady (U). V prvním případě 
jsou členy řady (U) resp. menší, než členy konvergentní řady 

bv t + 6tí, + 6ť a -f- . . , 
a v druhém jsou větší, než resp. členy divergující řady 
a» -+- av t + av t + . . 
Této pomůcky lze zvláště tenkráte užiti, niá-li podíl — - 
limitu pro »= oc; je-li tato limita l různá od nully, a jsou-li 
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a . b dvě kladná Čísla různá od nully tak volená, aby a •< l < b, 
tu od jistého n bude — — mezi a , b a možno applikovati před- 
chozí pravidlo, je-li ale ona limita nulla, bude od jistého n po- 
díl — — menší, než kterékoli kladné číslo b, a možno pak z kon- 
t» B i r 

vergence řady (V) souditi na konvergenci řady (U). 

Chtíce těchto jednoduchých sice, však často výhodných po- 
můcek užiti, musíme především prozkoumati nějakou řadu (V) 
v příčině její konvergence; učiníme to s dvěma i jinak důleži- 
tými řadami. 

Mějme nejprve řadu geometrickou 

o + <*2 + a« a + «? a + • •! 

zde 

i i «_i 2" — 1 

s B =:a + aq + . . + aq»- l = a ™7j~ 

=- í tn-*"-7=T< 

a tedy 

hmj a = - - r hm ť - -— — - 

Při | q | < 1 jest (51. 18.) lima" = 0, a pak 

,. o 

lim s n = — : — i 

1-9 

t. j. řada geometrická, jejíŠ podil jest Číselně menší jednotky, kon- 
verguje a má součet -r— — ■ 

Při | q j •> 1 , jest lim | q u | = » , a tedy geometrická 
řada o podílu číselně větším jednotky diverguje ; to ostatně vy- 
chází již z toho, že členům řady číselně přibývá. 

Konečně při | q | = 1 , tedy ? — + 1 , máme řady 
« + « + «+.., o — a-j-o — a -f- . . 

patrně divergentní, jelikož jich Členy se nestávají nekonečně 
malými. 

N. p. řada 

•+-5T + T+T+-" 



konverguje a má součet -■-— j=:2; 
řada 



konverguje a má součet t-JTí 



27 T ' ' 
_8_ 
2 ' 

25. Pokračování. 

Na druhém místě vyšetřme řadu 

(16) ~^ + -^+^+..; 

řada ta konverguje při a > 1, a diverguje při a ^ 1 . 

Mějme nejprve o>l. Shrneme-li Cleny posloupně po 1, 
2, 4, . „ 2**, atd., můžeme řadu (16) psáti 

-;, + (4- + ^)+(^-+ ■•++)+•• 

+ ("^T + (2«+l)« + " " + "Č^í^TF) + ' ' 
V každé skupině stojí největší člen na prvním místě, pro- 
čež první skupina jest menší než 2 . -^, druhá menší než 



obecná menší 2" . -7^— , atd., a tudíž, nechť jest ti jakkoli 
\,lr) 

velké, 

+ -2.-Í-TT+-- 

B. Wejr, ťoiet difff reiiriáluf . 4 



Na pravé straně jest řada geometrická o podílu. -5^- <U) 

tedy konvergující, mající součet A = - .,;— —' ]— ; součet prvních 

n členů řady (16) jest tedy vždy < A, a tedy (l(í) řadou kon- 
vergující (81. 22.). 

Máme-li za druhé a = 1, jest (16) prozkoumanou již řadou 
harmonickou (ČI. 21.), a diverguje. 

Máme-li koneční <K 1, jsou členy řady (16) patrné" větší 
než korrespondující členv divergující řady harmonické 

■ + Í+Í+-- 

a tedy (16) divergentní. 

Jakožto applikaci uvažujme řadu 

(,7 > 1 +T+i ? -¥ + T7 Í7T+--- 

členy její od druhého jsou menší než resp. členy konvergující 
řady geometrické 

a tedy řada (17) konverguje. Součet této řady se značí literou e 
a bére se za základ t. z. přirozených č. Neperových logarithmů. 
Píšeme-li 

, _i_ 1 i 1 i 1 , 1 

e = 1 + T + T7¥ + T7273 + - 

značíce [» součin 1 . '2 . 3 ■ . «, jest 



t. j. 



i» y r » + 1 r (»+ 1) (»+ 2) 

v+r+'5r+Tj i " + --) 
i „ » + i 



R„<= 



1 ' M.1.2..M 



čímž posouzena chyba, již se dopustíme, veziueme-li v řadě 
pro e jen jistý počet členů. Tím snadno nalezneme, že 

p = 2-71828 18284 . .. 



Uvažujme dále řadu 

kde f (x) značí polynom 

f(x)=z* z»+ .ve*-' + ■ ■ + *„. ř»>l, 

o němž předpokládáme, že nemá celistvý kladný kořen, t. j. že 
hodnoty /(]), f(2), f(S) . . jsou různý od milly. Podíl «-ho členu 
řady (18) a n-ho členu řady pomocné (16), v níž supponujeme 
a = n a která tedy konverguje, jest 

w 1 



a jeho limita pro « = ae jest tedy — ; z toho patrno, že 

při «„ >■ Cleny řady (18) jsou od jistého místa kladné, a že řada 

(18) konverguje absolutně. Při «„ ■< jsou členy řady (18) od 
jistého místa vesměs záporné, a řada konverguje opět absolutně ; 
stačí, změniti jich znamení, aby případ ten přešel do před- 
chozího. 

26. Kriteria Cauchy-ova. 

Dána-li řada 

(19) W +«i+Wa+Wa+ • •, 

a je-li podíl sousedních Členů --— - od jistého indexu p Číselně stále 

menší než nějaká hodnota k , jež sama jest menši jednotky, tu řada 
konverguje absolutné, a je-li onen podíl Číselně větší než nějaká hod- 
nota k, jež sama jest větší jednotky, tu ona řada diverguje. 
Máme totiž v prvním případě 

'^'j 1 <*<1, n=p, p+1, p + 2, .. 

t- j. 

| «p+, | < k | « p | , | m p+s | <* | Hp+i |< *» | «p | , 
| M p+a I < & | « p+ i | < k s | M p | , . ., 
a jsou tedy členy řady 

(20) I «S I + I «i I + I «. I ■+ I «. I + • ■ 
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od p-ho menší než korrespondující Cleny řady 

i «„ i + 1 «, i + . . + 1 «,-, i + 1 «, i 

+ k | »„ | + i« | u, | + . .. 
která konverguje vzhledem ku k < 1 a má součet 

|«.l + l«,|+..+|V-.l +j=Jp 
Zároveň patrno, že pro Číselný obnos zbytku 

R = U n -f-M q + ,+ . . 
při n ^ j) platí 

V druhém případě jest 

tedy | « n+ i t > I «« i , Členům tedy číselné přibývá, a řada (19) 
tudíž diverguje. 
N. p. řada 

a + a 1 + a 1 r + og^r + ogV + fljV* + . -, 
při | q | < 1 , | r | ■< 1 konverguje absolutně; neboť podíl 
I «d+i | : | Mn | jest střídavě j q I a | r | a tedy stále ■< A , zna- 
čí-li k hodnota zvolenou mezi větší z hodnot | q | , | r | a mezi 1. 

Jest-li \/ | «„ | od jistého indexu p stále menší než nějaká 
hodnota k, jež sama jest menší jednotky, tu řada (19) konverguje 
a s. absolutně; je-li ona odmocnina větší «ei nějaká hodnota k, jež 
sama jest větší jednotky, tu řada (19) diverguje. 

V prvním případě máme 

| « P i <ír", | « ť+l [ -CÍ"* 1 . | M p+ , | <í"+ a , . ., 
a jsou tedy Cleny řady (20) od Clenu | % | menší než korre- 
spondujicí Cleny konvergující řady geometrické 
Jp _|- Ap+i _|_ jfcp+í 4. . n k < 1, 
proCež řada (20) konverguje. 

V druhém případě roste k" s n nad každé Číslo, tedy roste 
i | Mn | > k u nad každé Číslo, pročež (20) i (19) divergují. 

Vět těch se výhodně užívá v případě, kdy podíl 
| « n+ i I : | «n I 



neb odmocnina \/ \ tt u | má limitu pro n= x. Je-li tato li- 
mita l menší než 1, jest řada (19) absolutně konvergentní, ne- 
boť onen podíl, resp. ona odmocnina, pro dosti velké n jest menši 
než každé číslo k, obsažené mezi i a 1. Jest-li vsak ona limita 
l větší než jedna, jest pro dosti velké n onen podíl, resp. ona 
odmocnina, větší než každé k. volené mezi 1 aí, Případ ko- 
nečně, kdy ona limita jest 1, se vyskytuje jak u konvergentních, 
tak u divergentních řad, a tedy kriterium v tom případě neroz- 
hoduje. 

Existuje-li limita l podílu | tt B+ \ | r | u a \ ■ a také limita V 

odmocniny \/ | w„ | , jsou obé limity stejné'). Applikujnie obě 
kriteria na řadu 

l« | + K l*+ l« a U a +I« 3 |x 3 + . ., x>0; 
máme 






-=lx. 



„iL 1 " v \ ihjař= x lira i/T»rr= I'*- 

Kdyby Čísla l, l' byla různá, a kdybychom volili x mezi 
-i- a -p-, tu by jedno kriterium prokazovalo konvergenci, a 

druhé divergenci uvažované řady. neboť by z čísel Ix a l'x jedno 
bylo menší, a jedno větší než 1. 

Ostatně lze přímo dokázati, že existence limity podílu 
I Wu+i I : | « n ] má za následek existenci limity odmocniny 

V I »n I , ovšem stejné"). 

N. p. u tak zvané řady exponenciálně 



i + 



1 ' 1.2 



I ».« I _ I * I 



|» ' |«„ | — n + l' ,_. |»„| — "' 

řada tedy konverguje absolutné při každém x. 

•) y. Tanmry, Introd. á la Thňjríe des Fonctions ďune variable, pag. 81. 
**J Cauchy, Conrs ďAnaljse de l'Ec. r. polytechnique, Chap. II, § III. 
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U řady binomické 

< i ~ i 



jest 



, mQ-1) . . („,-» + !) _ 
+ 1 . ii . . . » 

_ M(M-1) . . Q»-«4 
1 .2 . . » 
'" _1 



» — n 



1+ J_ "-- »• 



i tedy 



lim 1^=1*1, 



při | a; j <Z 1 tedy řada konverguje absolutně, a při | x | >• 1 
diverguje, vyjma případ, kdy m jest kladné celistvé číslo, a tedy 
řada konečná. 

Při |a;| = l,t.j. £ = + 1, vyšetříme tuto řadu později. 

Mějme řadu 

a o+-^- + ^r + -^T+ • ■■ 

v níž <r, , o, , a 3 , . . značí hodnoty různé od nully, jež číselně 
rostou s indexem nad každé číslo, t. j. lim | a a j = x ; zde 

|/7*T= 1 ^ J - n 1 i in I I^T^T= o, 

a tedy řada konverguje a s. absolutně pro každé x. 
Podobně konverguje absolutně řada 

»„+— ^-+-i-^+ . . + -*— ^,+ • ., 

a — «j a; — o, « 2 a: — «„ a n D_l 

pro všecky hodnoty x, různé od hodnot a, , a s , Og . ■*). Podíl 
korrespond ují cích členů řady předchozí a této jest číselně 



hodnota ta pro n = x má limitu | x | , a jest tedy také druhá 
řada absolutně konvergentní. 

*) Weierstrass, Zuř Theorie der analyt. Fnnutionen, pag. 17, klade-li se 
*, = »- 1; sr. Tannery, 1, c. pag. 80. 
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Srovnáním řady (19) s řadou (1H) nalezneme ihned tyto 
věty: Existuje-li číslo a ~> 1 takové, že od jistého n součin 
«" | u a | jest stále menši než určitá hodnota A, tu řada (19) 
konverguje absolutně; Členy řady | w„ | + I «i>+i I + - ■ jsou 
totiž menší než resp. členy řady 

-A. _i é i ^ L 

* + C»+D* + (» + 2)« + "' 
která vzhledem k«>l konverguje. 

Jsou-li Členy řady (19) kladné, a platí-li od jistého n ne- 
rovnost »'«„:> A, kde o^ 1, tu řada (19) diverguje; jsou totiž 
Členy řady Wo-J- "n+i + M n+* + - - vět&f než resp. Členy divergu- 
A , A 



jící řady — + 



(« + D- 



Porovnání řady o kladných Členech 2u a s řadou o klad- 
ných členech £v u proveďme tak, že porovnáme podíl ~í±*- s po- 

lem —, 

Jestli od jistého místa n =p stále platí 

následuje z konvergence řady 2, v též konvergence řady Eu; aplatí-li 

«n + l «■■+! 

W„ V„ ' 

následuje s divergence řady £v divergence řady —u. 
V prvním případě máme nerovnosti 

3l±L <; v '+* S*+L 

Wp P p+ , ' v t ' ' "' 



«p+l < JVl^ 


_Wp_+J_ 


lip Up 


' « P "+, 


t. j. 




«p + l <-^ *Vtl» 


Mp+I< 


tak že členy řady 





w p+ < + «p +s +«p +3 + . . 

jsou resp. menší než korrespondující členy konvergující řady 
av f +i + av r+t + av l , + 3+ . ., 

značťme-li literou « podíl — --. 
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Obdobně se vede důkaz v případě druhém. 

N. p. řada harmonická 

Z»— 1 + 1+1 + . . 

,. . , fo+i n ., . ,. « n+ i n 

diverguje; zde - = - — — — , čimz z nerovnosti - — > — —r— 

t. j. »u n < (m + l)« n +L platné od jistého w, plyne divergence řady 
o hladných Členech Eu a . 

27. Kriterium Raabe-ovo. 

Pan Jensen uveřejnil*) tuto větu velmi obecného rázu: 

Hada o kladných členech Zu a konverguje, jestliže od jistého 
Čísla n=zp platí 

w n+ i n+1 ' ' 

kde a a jsou hodnoty kladné, a také p číslo kladné. 
Máme vzhledem k napsané nerovnosti 
1 , 

Wp + , < — (0„« p — ff p+1 M p+| ), 

M P+a < — Kt i "p+i — a P +fl«P+fl). 



Mp+m< Op+h-1 «|.+ m-i ap + niMp + m), 

a tedy 

«P+i + «P+a+ • ■ +iíp+m<— -íflpMp — ff P+m Wp +m J<:ya P «p. 

Z okolnosti, že součet na levé straně při libovolném m jest 
stále menši než číslo — «p«p } vychází konvergence řady 2'w n 



*i Comptes Kendus de l'Ac. d. Sciences, t. CVI, p. 729. Věta jest velmi 
blízka následující, kterou Kummcryti, v XIII. svazku Crelle-ova žurnálu v pojednáni 
„Ueber die Convcrgenz und Divergení der unendlichen Reihen" odvodil : „ZnaĚí-li 
A n obecný Elen rady, jejíž členy od jistého Sienu jsou vesinfs kladny, a možno-li 
udati funkci "i k kladnou a takovou, že m k A k — pro i = oo . a že hodnota 

'"k A i. 

/"(*) = -7 — „, jest vetší než pro i = a, tu řada konverguje." 

A k+t + 
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(ÍL 22.), a zároveň patrno, že zbytek řady, následujíc! po členu 
u p , nemůže přesáhnouti ono Číslo. 

Položíme-li a a =r 1, obdržíme Cauchy-ovo kriterium kon- 
vergentní 

— 1 :> /*, čili — — > I + /i, 

a zbytek řady 2'h,, po Členu u p nastupující nepřesahuje — íi p . 
Jest-li naopak platí od n = p nerovnost 
< 1. «■.<«„+,, 

roste ti, s indexem n. a tedy řada 2'«„ diverguje. 

Položíme-li a n = «, obdržíme kriterium Raabr-ovo *), dle 
nShoí při platnosti nerovnosti 

« — («+ 1)> {i. čili «/- ■"-" lWl+p 

řada o kladných členech £u a konverguje; zároveň patrno, že zbytek 

řady nastupující po Členu u„, nepřesáhne hodnotu — nu,,. 

Jest-li naopak od jistého » stále 

n(— 1}< 1, tedy n«„ < (n + 1) «,,+,, 

diverguje řada (či. 26.). 

Má-U součin n j — ; 1] pro n = ae limitu l, tu při l> 1 

řada o kladných členech 5 w„ konverguje, a při l < 1 diverguje. 
Značí-li totiž v prvním případě 1 + h nějaké číslo mezi 1 al, 
musí od dosti velkého n platiti nerovnost 



»fe->) 



>!+/< 



a řada tedy konverguje; značí-li v druhém případě 1 — f ni- 
jaké číslo mezi l& I, musí od dosti velkého « platiti nerovnost 



*) y. L. Raabt, Untersuchiingen liber die Convergenz und Divergenz der 
Reihen. Zeitschr. f. Physik u. Mathematik, heransg. t. A. Baumgarlner u. A. v. 
Ettingahausen, t. X, Wien 1832, 
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a řada J£u a tedy diverguje. Kriterium to mnohdy rozhodne, kdy 
lim - """' - = 1 a kdy tedy kriterium podílové nerozhoduje. 
Při řadě d. p. 



-i 


11.3 11.3.5 1 

'3 + 2.4'5 + 2.4.6'7 + '' 


1.3. 
""=2.4. 


(2»— 1) 1 «„+, _ 2»+l 2»+l 
. 2» ' 2»+l' »„ — 2»+2 ' 2»+3 




2 + -!- 2 + -Í- 

» « 




2 +A' 2 + A' 



^J (2»+2)(2«+3) \_ -.(6M-5) 

+1)' / — 4» ! + 4»+l ' 



lim ' = 1, tak že podílové kriterium nerozhoduj 

li„ in /_!í?__l\ = |- > l, 

z čehož patrno, že řada konverguje. 

28. Kriteria Cauchy-Bertrandova. 

Cauchy odvodil, mimo kriteria již uvedená, také násle- 
dující : 

„Platí-H od « = p nerovnost 

IU D ~ X , 

-£->*■ 

kde In značí logarithmus čísla «. a A hodnotu větší jednotky, 
jest řada o kladných členech -£"«„ konvergentní; a platí-li 
hiu- 

In 



-<*', 



kde A' značí kladné číslo menší jednotky, jest řada divergentní." 
V prvním případě totiž máme 

— lu a "> k ln, lu a ■< — ln\ u„ ■< — ^ , 

a jsou tedy Členy w n menší než členy konvergující řady (16) 
v či. 25. ; obdobně vychází divergence v případě druhém. 



--: — iiuiuu F iu n — — , a je-li tato limita 

větší jednotky, lze patrně tvrditi, že řada o kladných členech 
2"«n konverguje, a je-li menší jednotky, že diverguje*). V pří- 
padě, kdy tato limita jest 1, není rozhodnuto; tu lze mnohdy 
s prospěchem užiti kriterií Bertrundových"). První toto krite- 
rium se odvodí srovnáním řady o kladných Členech 2u u s řadou 

(20) T -[- 2 (í2)'+» + ~3(73) l+ * + " ' + «ftii)»+*" + ' '' 
jejíž konvergence při <r :> 0, a divergence při «^0 snadno vy- 
chází. Učiňme ve větě Jensenově a a = nln, Čímž vychází, že 
v případě, kdy 



(!»> 



-O+l) !(»+!), 



t., ( „ + 1)i( „ +1) p+l))"_ 1 ] 

od jistého ji jest hodnota kladná, řada konverguje; to ale při 
« !> patrně jest. Při « = 0, máme řadu 

i + _L_ + _ 1 _ + +-A- + 

T 2Í2 T 3!8 T T »(» T ' 
jejíž divergence právě tak vychází, jako divergence řady harmo- 
nické (či. 21.); píšeme-li ji 



1 + W + W+ T^r + Tlí" + • ■ + 



li ) + ( 5 ió 



2 12 ~ r \ 3 (3 "■" i li _/ T \ 5 15 "■" ' ' "■" 8 (8 

+ ('9 19" + ■ ' + 1S1W )+ ■ - 
jsou skupiny v závorkách patrně větší než resp. -t-tt- 



r ...t.j.. 



1111 



K11C J i '"'2 12 ' -2 ' 312' 2 ' 412 ' " 

ěteny dávají řadu divergentní 



Mt 



*) Cauchy, Coura ď Analyse, chap. VI, théorěme IV. 

**) Régles sur la convergence des séries, Journal de Liouville, 1* série, t. 
VII. Kriteria ta, jakož auktor sám podotýká, se v podstata shodují s pravidly, 
která odvodil již drive de Morgan ve své učebnici poutu diferenciálního a inte- 
grálného, Londýn, 1889. 



Při «<0 konečné, jest --,,-y7 h '-'> — »— , a tedy řada 
divergentní 

Nyní snadno vychází Bertrandovo kriterium: Jest-U 

i A- 

větší než 1, tu řada o kladných členech £u„ konverguje, jest-li ona 
limita menši než 1, řada diverguje. V prvním případu jest pro 
dosti velké « 

i -i- 

NU, 

-í-: :>£>■ i, tedy — In —lu a >klln, čili In + řn„ < — klín, 

lln < j i i 

1 

a v druhém případě jest u a ~> -- > - . - ^- -, (A ■< !)■ 

Jest-li ona limita rovna 1, užijme druhého kriteria Ber- 
trandova, v němž rozhoduje limita podílu l - — s~ '■ ^ M i a J e ^ 

plyne porovnáním daaé rady s řadou 2 — ■.— 7 j; -\Tf — , jejíž kon- 
vergence při re >• vychází, klademe-li a a = nln . lln, atd.*) 

'29. Hady o členech komplexních. 
Nekonečná řada o komplexních členech 
(21) («o + tf ) + («, + tfi) + («, + 'A) + ■ ■ 

sluje konvergentní, je-li posloupnost 

s, = « + iji„ s a = (« + i/» ) + (re, + ift), 
s 3 = («„ + tf ) + («, + #>,) + C« a + tfc) • ■ ■ 
konvergentní, a číslo 

s = Um s n = « + ifi 

*) Konvergenci této, jakož i obecnější řady 2' ____ _ — při 

n >■ vytknul již Ábel, Oeuvres, t. II, p. 200. 
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ji stanovené sluje součtem nekonečné řady; není-li tato po- 
sloupnost konvergentní, sluje řada divergentní a nemá součtu. 
Jest patrné, že v případu, kdy komplexní členy jsou vesměs 
reálnými, tato definice se shoduje s definicí konvergence řad 
reálných. 

Dle či. 20. pro konvergenci řady (21) jest nutné a stači. 
aby 

I s a+r — s B | < £, při n ■> p, 

kde <? jest libovolné malé kladné Číslo a p určité Číslo celistvé; 
k tomu ale jest dle téhož či. nutné a stači, aby součty 

«. + «.*,+ ..+ «.+_„ A, + fc tl + . . + ft, + _, 

byly číselně libovolně malé při dosti velkém «, nechť jest r 
jakékoliv, t. j. aby konvergovaly řady o reálných členech 

(22) a a + «, -1- «, + . . ., J. + A+A+... 

Značíce jich součty «, /?, máme patrně pro součet řady (21) 

•=«+■*». 

Učiníme-li v hořejší nerovnosti * = 1,- vidíme, že také 
u komplexní konvergentní řady se | »„ | stává libovolně malým 
pro dosti velké », t. j., že limt* u =0; ovšem tato nerovnost ne- 
stačí k zajištění konvergence. 

Tím vyšetření konvergence řad komplexních převedeno na 
vyšetření konvergence řad reálných. 

Konverguje-M řada absolutních hodnot 

>, + iř,[ + K + if,l + l«, + *l+ • ■, 

konverguje téí řada (21) a s. pravíme, že konverguje absolutné. 
Dle supposice jest pak 

I «. + tft, | + | «„+, + P.+, | + • • + I *-+» + #-, I < f, 

n > jí; 

avšak 

I («■ + •« I + •■ +(«.+, + "TU, I S I «. + •&. I + • • 
+ | «„+, + . ?.+, |, 

a tedy 

I («„ + #„) + . . + («„+, + !&+„) I < *, 

jakmile » > J>, čímž výrok dokázán. 



Jakož jsem ukázal*), možno každou konvergující řadu 
w + "i + «i + ■ ■ 
shrnutím po sobě jdoucích členů přetvořiti na absolutně konver- 
gentní řadu o témž součtu, k čemuž zde budiž jen poukázáno. 

Z absolutní konvergence řady (21) soudíme na absolutní 
konvergenci obou řad (22), a naopak; neboť konverguje-li řada 
Z I « n + ip* I , t. j. Z' {/a a * + p B 3 , konvergují také řady 2 | *, | , 
•E | í?n | , jichž obecný člen nepřesahuje ]/(*** + p a s , a naopak 
soudíme z konvergence těchto dvou řad na konvergenci řady 
Z { | «„ | + | ft, I } , a tedy vzhledem k nerovnosti 



i/«.» + /».»si«„ i + i-ft, 

také na konvergenci řady Z |/«„ a + ft, 4 - 

Mnohé věty, vyvozené o řadách reálných, možno přenésti 
téměř doslovně na řady komplexní ; stačí v příslušné úvaze na- 
hraditi pojem číselné hodnoty pojmem absolutní hodnoty kom- 
plexního čísla. Tak n. p. se přemístěním členů absolutně kon- 
vergující řady komplexní vyvodí nová řada absolutně konvergu- 
jící o témž součtu; řada geometrická a + aq + f? 2 + • ■> jejíž 
pryní člen a a podíl q jsou čísla komplexní, konverguje při 

| q | < 1 a má součet ■ . — , a diverguje při | q | ^ 1 ; platí-li 

od jistého indexu n stále ■■ ° +l \ •< k, kde k značí kladné Číslo 
I «„ | 

menší než 1 , jest řada 2 w„ absolutně konvergeotní, neboť tu 

konverguje řada Z | «„ | , a t. d. 

Nutná a postačující výminka, aby z konvergentní řady o kom- 
plexních členech libovolným jich přemístěním vznikla opět řada kon- 
vergentní o těmi součtu, jest, aby řada konvergovala absolutně. 

Ze tu absolutní konvergence stačí, bylo již ukázáno; ostatně 
to také vychází z absolutní konvergence řad -£« n , £§a, jichž 
součty se přemístěním členů nezmění, tak že komplexní řada při 
jakémkoli pořadu členů má vždy součet Z«„ + i£? n - Že abso- 
lutní konvergence ta jest nutná, vychází z toho, že v případe, 
kdy sice £ (a B + i(i n ) konverguje, však Z (/«„ ,J + /S„ a diverguje, 
musí alespoň jedna z řad Z | a„ | , Z | &, | divergovati, tak že 



") Jornal de Sciencias mathematicae e astronomicas, t. Vlil: „Denx r 
marques relatives auí séries." 
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lze jiným pořadem Clenu alespoň jedné z řad £a a , £fl a , docí- 
liti libovolný součet (61. 23.), čímž pozměněn součet řady 
X («„ + lf)„). 

30. Početní úkony 8 radami. 

Jsou-li 

» = «. + «,+«,+ • •, 

(23) «'= r, + «,+»,+ .., 

dvě konvergující řady, konverguje také řada 

(«. +».) + (», + «■) + («.+»,)+ • ■, 

jgíš obecný Člen jest «„ -J- #„ , a má součet s + s 1 . 

Značíme-li ff n sou6et prvních « členů této řady, máme 

jsou-li obdobně s„, s' n sončty prvních n členů daných řad; a tedy 
lim o-„ = lim s n + lim s' a — s + s'. 
Podobně vychází, že řada 

<«. - » J + («, - »i) + (« -».)+.- 
konverguje a že má součet s — s'. 
Řada 

au + au, + a« a + . . 

také konverguje a má-součet as; neboť 
lim (au -f- au, -f- . . + aM„_,) = a lim (« + «j + ■ ■ + M n-i) 
= as. 
Obecněji: řada 

(au t + bv ) + (om, + ov t ) + (on, + K) + • ■ 
konverguje a má součet as + bs', a podobně v případu více řad, 
Jsou-li řady (23) absolutně konvergentní, tu řada 

«, + «, +«fc+ • -, 

W =S 1í f , U>, = M V, +M, «„ , IP, = U„V t -j- M,í?, + W a t> , . ■ 

konverguje absolutně a má součet ss' . 
Položme 

S n = M + M, -j- . . +«o-i , 
S' u = ť -f- «i + ■ • + v n-i , 

í" n = w. + w,4- ■ ■ +»-,, 
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S"n = U V -f- (« H, + Mi* 1 ;,) + . . 
+ («,*_ + «,«„_, + . . + «„_,*„), 

a předpokládejme nejprve, že všecky členy daných řad (23) jsou 
kladná čísla. Součin s„s' n obsahuje všecky Členy v s"„ se vysky- 
tující a ještě jiné členy « h ťk , v nichž totiž A + Jt>w — 1; z toho 
patra o, Že 

s a s'„ > S" a . 

PoloŽíme-li ft := n — 1 + » — 1, tedy bude 

poněvadž b"„ obsahuje všecky součiny M h ť k , při nichž h -j- A ^ /* , 
kdežto s„s' n obsahuje ovšem také jen součiny u b v k , při nichž 
A + A ^ p, ale ne všecky, n. p. obsahuje jediný součin, při 
němž h + k — p, t. součin «„_,»„_,. 

Pří lim n = oc jest též lim p = x , a z obou nerovností 
soudíme 

lim (s u s' a ) ^ lim $"„ . lim (a„8' p ) ^ lim a"^ 
a tedy 

lim s" D = lim (s„s' u ) = lim s„ . lim s'„ = ss', 

jak bylo dokázati. 

Jsou-lí za druhé (23) obecně řady komplexní, tu pozname- 
nejme, že 

S B S'n — S"n = Bh-i«h— | +■ (Ub— 1 V B _ 9 + «„_„«,!_,) + • ■ 
-|- («„--,«, + « n _„W 4 + • . + «iV _,). 

Nahradínie-li na pravé straně každou hodnotu w a v jejím 
absolutním obnosem, obdržíme patrně a n a' n — <r" D , značí-li ff„, 
ďn, ^"„'součty prvních » členů konvergujících řad 2 , u B \ , 
2 | tf„ | , resp. řady 
(24) | «„», | +( | « «, | + j u t v | ) 

+ ( I M. I + I *i«i I + I «t*. I ) + • -, 
která dle předchozího důkazu také konverguje, majíc za součin 
lim ff n . lim (r'„ , t. j. my máme 

lim (ff u ff' u — o" a ) == 0, lim ff"n = lim <r , lim ff'„. 

Z toho jde vzhledem k 

| S a S' D — S"„ I ^ ffn^o ff"n, 
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Že také 

lim (s B s' a — s"„) = O, t. j. lim s" u = lim s a . lim s'„ = ss' , 
čímž konvergence řady í'ío„ dokázána, jakož i že její součet jest 
ss'. Poněvadž Členy řady Z w M mají absolutní hodnoty nepřesahu- 
jící Členy řady (24). t. j. poněvadž 

í w- I S I V» I + I », *>»-> i + I «.«-, 14 • • + I «»». | , 
soudíme, že také řada 3 | tc a j konverguje, t. j. že řada Stťn 
konverguje absolutně. 

31. Řady mocninné. 

Často se v analysi vyskytují řady, jichž Členy závisí ua 
nějaké proměnné x, t. j. ua veličině, která může nabývati neko- 
nečně mnoho různých hodnot; mezi řadami takovými jsou nej- 
důležitější řady mocninné č. potenční, t. j. řady tvaru 
(25)' c„ -f c,z + c^x 1 + . . + c B x" -|- . . 

Předpokládejme obecně, že jak součinitelé c r tak hodnoty x 
jsou Čísla komplexuí. 

Jest-li číselná hodnota každého člena řady (25) pro x = a 
menší než určité Číslo A, konverguje tato řada absolutné pro každé x 
Číselně menší než a. 

Dle supposice platí 

\c a a* |<A, t. j. I^K-j-A-. 

Rada geometrická 

,4. i*iii*r ■ i x i a i 
^ITT + T^l 1 " 4 "!^?"" 1 "" 

při | x | < | o | konverguje, a tedy také řada A-krát větgí 

A + irr |I|+ w |a:|I+ -" 

a tedy také řada 

I Co I + 1*1*1 + 1*1*" I + 1*3*' 1+ • -, 

jejíž členy jsou vzhledem k předchozí nerovnosti menší, čímž 
věta — vyslovená Ábelem — dokázána. 
Existuje-li limita 

lim -^±L = ř, 



jest limita podílu dvou sousedních členů řady (25) lx> a tedy 
koaverguje tato řada při 

| Iz |< l, t. j. | x | < -py 

a diverguje při | x \ > 1 : | 1 J, kdežto při | x | = | l | není 
rozhodnuto. 

Konverguje-li mocninná řada (25) pro x = b, konverguje abso- 
lutně pro každé #, jehoi absolutní hodnota jest menší neí \ b \ . 
Z konvergence řady 

c + c,ft + c a l 9 + c 3 b* + . . 
soudíme, že j e u b" | jest hodnota libovolně malá, jakmile n > p, 
tedy | c„&" | < «, značí- li a libovolně volené kladné číslo. Zvo- 
líme-li Číslo A větší než « a zároveň větší než každé z Čísel 

I "o I, I c,b |, | cj>* |, . . | c s b* I, 
jest 

| c B b° | < A 

při každém », a tedy řada (25) při | x \ <Z \ b i absolutně kon- 
vergentní. 

Diverguje-U řada mocninná pro x~b, diverguje pro každé x, 
jež hoví nerovnosti \ x | > | b | ; ' neboť kdyby se našlo x, hovící 
této nerovnosti, pro něž by řada (25) konvergovala, dle před- 
chozí věty musila by také pro x = b konvergovati, proti sup- 
posici. 

Z obou předchozích výroků jde, že vzhledem k libovolné 
řadě mocninné se veškeré hodnoty komplexní x seřaďnjí do tří 
skupin. Hodnoty první skupiny jsou charakterisovány nerovností 
I x | < R, hodnoty druhé skupiny nerovností [ x J > R, kde 
R značí určitou kladnou hodnotu, jež se může také redukovati 
na neb býti x, hodnoty třetí skupiny rovností | x \ ;= Rj 
hodnoty první skupiny jsou takové, že řada (25) pro ně konver- 
guje absolutně, t. j. že konverguje řada 

I «b I + I «k I I * 1 + K I I * T + ■ •: ' 

a hodnoty x druhé skupiny jsou ty, pro něž řada (25) a tedy 
také tato řada diverguje. 

Jest totiž patrné, že pro x =; řada (25) konverguje, ma- 
jíc součet c„ . 

Roste-li x od 0, nabývajíc reálných kladných hodnot, tu 1. 
buď řada 2 | c n x" j diverguje pro každé x >■ 0, a pak jest R = ; 
aneb řada konverguje pro hodnoty x > 0; nekonverguje-li 2. pro 
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všecky, buď R největší kladná hodnota *, pro niž konverguje, 
tak že pro #> R diverguje, a konverguje-li 3. pro vSecky, jest 

R = oo. 

V prvním případe dle předchozí věty řada (25) konverguje 
jen pro x = 0, a diverguje pro každé komplexní x, jehož abso- 
lutní hodnota jest > 0, tudíž se skládá první skupina hodnot x 
z jediné hodnoty x = 0, druhá obsahuje hodnoty hovící | x | > 0, 
tudíž R = 0. 

V druhém případě konverguje řada (25) při | x | < R abso- 
lutně, a při | x | > B, diverguje dle téže předchozí věty. 

V třetím případě konverguje řada pro každé x, jest tedy 
R := oo , a všecky hodnoty x jsou v první skupině. 

Hodnoty x hovící [ x \ <. R jsou geometricky znázorněny 
body položenými uvnitř kružnice, opsané poloměrem R koleni 
bodu 0; kružnici tu nazval Cauehy kružnici konvergenční a \í polo- 
měrem konvergentním fady mocninné Í25). 

Rada n. p. 

1 + * + 1 . 2 x 3 +1.2. 3 «'+.. 
konverguje jen pro x = 0, tak že R = ; podíl «„+, : « a jest 
zde nx, a poněvadž | ke | > 1 pro dosti velké n, rostou abso- 
lutní hodnoty členů od jistého indexu, a řada tudíž diverguje. 

O řadě binomické 

n(m~ l)(wt— 2) g' , 



1.2 T 1 . 

uvažované v či. 26. pro reálné hodnoty x, jsme shledali, že kon- 
verguje při | x j < 1 a diverguje při | x \ > 1 ; jest tedy R = 1 
její konvergenční poloměr, t. j. řada konverguje absolutně pro 
každé komplexní x, znázorněné bodem uvnitř kružnice, opsané 
poloměrem 1 kolem hodu nullového, a diverguje pro každé x, 
znázorněné bodem mimo tento kruh položeným. 
Tamže jsme nalezli, Že řada exponenciálná 

1 + * + T E -2- + T7I73- + '- 

konverguje pro každé reálné x; jest tedy R = so její konver- 
gentní poloměr, t. j. řada konverguje absolutně pro každé kom- 
plexní ar. 



32. Stejnoměrná konvergence řady. 

Dána-li reálná nekonečná řada 
W «, + «, + «.+ .., 

jejíž Eleny jsou závislé na proměnné x, a konverguj e-li tato 
řada pro všechna x hovící požadavku a ^ x ^ b čili v inter- 
vallu {a . . b), tu pravíme, že konverguje v tomto intervallu stejno- 
měrně (uniformám ent, gleichmássig), molno~H s po vytknutí libovol- 
ného kladného čísla s, udati číslo p takové, aby zbytek řady R Q byl 
číselně menší než «, jakmile n>p, nechí jest x kterákoli hodnota 
v daném intervallu*). 

Při stejnoměrné konvergenci možno tedy udati určitý počet 
členů, jichž součet vystihuje hodnotu řady s libovolnou přesno- 
stí, nechať jest x jakékoli v daném intervallu. 

Jest patrno, že stejnoměrnou konvergenci řady (26) možno 
také definovati faktem, že ku každé kladné hodnotě t existuje 
Číslo p takové, že pro « > p a pro každé x intervallu platí 

l«. + *. +1 +..+ «.+, | < i, 
nechť jest * jakékoli. 

Z definice přímo patrno, že, je-li řada (26) stejnoměrně kon- 
vergentní ve dvou intervallech (a . . b), (b . . c), k sobě přilé- 
hajících, jest také stejnoměrně konvergentní v intervallu (a . . c). 

Abychom ukázali, že existují řady konvergující pro každé 
x daného intervallu, avšak nikoli stejnoměrně, vezměme v úvahu 
řadu 

a? . x . x , 

i.Oc + 1) ~*~ S+i)(2« + l) """(to + iJCto+i) + ' ' 
+ * 4- . .; 

při x= vymizí všecky členy a součet řady jest 0; při x> 
pišme, vzhledem k totožnosti 

x _ x 1 

((« — l)x + l) (iw-H) — (n— l)ar+l nx+ l' 
řadn ve tvaru 

(T - T+™) + (o"+1 2Š~+T~) + 

. / 1 1 \ , 



Uf»-0*+l nx+1 



*) Stidet, Abh. d. Mnnch. Acad., II. Cl. V., 2. A., p. ; 
Arithmetik L, p. 343. 



z něhož patrno, že součet prvních n členů jest 



a tedy součet řady s = lim s a = 1. Konverguje tedy řada pro 

všecky hodnoty x intervallu (0 . . b). b ■> 0, majíc pro x = 

součet a pro všecky ostatní hodnoty * součet 1. 

Při x > jest zbytek 

1^ = 8 — s a = — íp—, 
nx+ 1 

a nelze jej volbou dosti velkého n učiniti ■< s pro každé x in- 
tervallu; neboť nechf jest » jakkoli velké, stačí vzíti x = — * 

Rada tedy v inter- 
vallu (0 . . b) konverguje, avšak nikoli stejnoměrně. 

Jinak se má věc, vytkneme-li intervall (a . . b), omezený 
dvěma čísly a "> 0, 6 > a ; požadavek R„ < e vymáhá, aby 

1 — t 
n > > 

xt 

a nerovnost ta jest vyplněna pro každé x intervallu (a . . b), 

volíme-li » >■ . Jest tedy řada v intervallu (a . . h) 

as J 

stejnoměrně konvergentní. 

Pojem stejnoměrné konvergence možno zcela obdobným 
způsobem vytknouti pro řadu (26), závisí-li její členy na kom- 
plexní proměnné x. Konverguje-li řada (26) pro nekonečné množství 
komplexních hodnot x, jichž souhrn nazveme oborem konvergenčním , 
pravíme, že konverguje v tomto oboru stejnoměrně, možno-li pro li- 
bovolné kladné e ttdati číslo p takové, aby při « > p a při každém p 
platila nerovnost 

i «. + ».+, + • • + »», i < ■• 

nechf jest x kterékoli číslo konvergenčního oboru. Patrně pak | R„ | ^s 
klesá pod každé kladné Číslo, nechť jest x kterékoli číslo toho 
oboru, a naopak. 

Naplňují-li body, znázorňující hodnoty x oboru konvergenč- 
ního, Čáru neb plochu, pravíme stručně, že řada konverguje 
stejnoměrně na této čáře neb v této ploše. 
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Éada mocninná konverguje stejnoměrně na každé Čáře a v každé 
ploše obsažené uvnitř kružnice konvergenční. 
Rada mocninná 

c + c,# + V* + ■ • ■ 
měj konvergenční poloměr R ; uvnitř kružnice konvergenčni buď 
vytknuta libovolná čára neb plocha ti, jejíž body nechť znázor- 
ňují komplexní hodnoty proměnné x. Označme p největší hod- 
notu | x \, tak Že pro každé x platí | x \ ^ p < R. Poněvadž 
řada pro a; = p konverguje absolutně (či. 31.), máme k libovolnému 
kladnému číslu i číslo p takové, že pro « > p platí 

I c„ | e" + I c„ +1 | e n+ ' + . ■ + I c n+r ] ?»+• < i, 
při libovolném c Avšak vzhledem k | x | ^ q platí 
| C n » n + C u4l 3T" +1 +'. . + C n+ vX n + *| S |c u | e n + | c u+1 | e u + l 4- .. 

+ I *+, I e 0+ř , 

tedy 

| Cit" + c u+l x B+1 + . . + c n+r r"+ r | <«, »:>#, 

čímž věta dokázána. 

Zcela obdobně možno dokázati větu*): 

Závisí-li členy řady na proměnné x a nepřesahují-li jich abso- 
lutní hodnoty, pro všecka x jistého oboru, korrespondující členy kon- 
vergující řady o kladných členech, tu řada v onom oboru konverguje 
stejnoměrně a absolutně. 

Budiž 2u v daná řada, jejíž členy závisí na a:, a mějme pro 

všecka x jistého oboru 

I «, I % a,„ 
kde a r jsou kladná Čísla, a řada £a v konverguje. Pak řada 2u 
pro všecka x oboru onoho konverguje absolutně dle 81. 24.; 
volime-li dále libovolné kladné *, můžeme udati index p ta- 
kový, že 

2'í/ r <f, n > p, 
a tím více jest pak pro každé x onoho oboru 



*j Weierstrass, Zuř Funrťioneulehre, Monalsber. d. kgl. Akad. d. Wiss, : 
Berlin, 1880, aneb: Abhandlungen aus der Functionenlehre, pag. 70. 



čímž dokázána, i stejnoměrná konvergence řady Eu. 
N. p. řada 

i_t_ ! + t. + 



1 + x ^ l . 2 (2 + x) ^ 1 . 2 . 3 (3 + x) ^ 

konverguje absolutně a stejnoměrně v každém intervallu (0 . . a), 
kde a značí libovolné kladné číslo ; jsouť její členy číselně menši 
než Členy konvergující řady 



l+« + 



1 . 2 ' 1.2. 



33. Konvergence nekonečných součinů. 

Jest-li «,, m s , m 3 . . nekonečná řada určitých hodnot, reál- 
ných neb komplexních, pravíme, Že nekonečný součin 

(27) m, 1*31*3 • ■ čili ňu n 

konverguje, je-li posloupnost parciálných součinů 

konvergentní, t. j. existuje-li konečná limita liin /)„ pro m=cc, 
a ta se pak zove hodnotou nekonečného součinu; není-li ona 
posloupnost konvergentní, t. j. neexistuje-li konečná ona limita 
aneb jest-li lim \ p„ | = <*>, nazýváme nekonečný součin diver- 
gentním a nepřipisujeme mu žádné hodnoty. 

Dle či. 13. jest nutná a postačující výminka pro existenci 
konečné limity lim p R ta, aby ku každé kladné hodnotě f existo- 
valo číslo m takové, by při » > m platila pro každé v ne- 
rovnost 

!Í»n-(»-P« | <*■ 

Je-li některý součinitel «„ nullou, jest hodnotou neko- 
nečného součinu, nechť jsou ostatní součinitelé jakákoli čísla. 
Nekonečný součin ale může míti hodnotu 0, aniž by některý 
člen jeho byl 0, jako n. p. součin patrně konvergující, v němž 

každé m„ = — , aneb součin, v němž «„=— • Obecněji možno 

říci, že, platí-li od n :> m nerovnost | «„ | < k <C 1 , jest 
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a platí-li nerovnost | u„ | ~> t> 1, jest tento součin divergující 

a s. lim | jj„ | = oo ; v prvním případě máme, volivSe tf> m, 

I ř>n I < | í>m I *"— , lim *»-" = O, 

a v druhém 

| Pn I > I Pm | i 0- ™ > 1Í»> A" - " = « • 

Doleji (61. 3t.) vytkneme nekonečné sou6iuy, jichž 61eny se 
blíží 1 , a jichž hodnota jest přece 0. 

Nepřihlfžíme-li k nekonečným součinům, jichž hodnota 
jest O, čímž vyloučíme z úvahy právě uvedené nezajímavé a do 
veliké míry libovolné součiny, možno konvergenci jejich vystih- 
nouti jednodušším způsobem touto větou: 

Nutná, a není-U žádný člen «„ nullou, také postačující vý- 
minka, by nekonečný součin (27) konvergoval k hodnotě různé od 
nully, jest, aby ku každému kladnému é existovalo kladné číslo m 
takové, Ěe při n> m pro libovolné r platí 

(28) !«»««.+. • ■ «n+,— 1 |<l 

Abychom ukázali, že k tomu nerovnost ta jest nutná, suppo- 

nujme, že součin (27) má hodnotu p různou od nully, t. j., že 

lim p B — p, \p | > 0. 

Volíce (' > O libovolně, existuje číslo m' takové, že při 
» •> m' platí 

\ p — p d | < ť, a ovšem také | p — p u+T | ■< «', 
z čehož 

\P— P*~ (P — l>»+0 I <2j'> t- j- \P«+r— Pn\ <2ť. 

Dále patrně 

I P I — I P* I % | P - P» I < *', tedy | p» | > 1 p | — ť. 
Z posledních dvou nerovností soudíme, Že při « >■ m' platí 

I *a=* 1=1 i" -i |< «í—. 

předpokládajíce volené *' ■< | j> | ; nerovnost tu můžeme psáti 
I «„+,«.+. . . «.+,— 1 | < - , ' . 
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a ta souhlasí b nerovností (28), kterou jsme chtěli odvoditi, 
položíme-li 

Ale nerovnost (28) také stačí, aby byl zabezpečen lim p„ 
různý od nully, není- li žádný součinitel « n = ; možno ji totiž 
psáti 

I 0..-L. I ' 

i P" I 

a z ní vysvítá správnost dvou nerovností současných*) 

I t. | | P. I 

«li (i-')Ip.I<Ip. + .|<(i+OIi>.!- 

Volíme-li tedy za n určité číslo n, ~> m a nazveme-li y nej- 
větší z čísel 

I A I, ll>. f ,-- li\-.l, (1+01 J>.. I. 

ai>0 nejmenší z čísel 

i pil, iai, . . ip-,-, i, a-oii>»,i, 

máme při n ~> m nerovnosti 

*<|p. I <y. 
Ze supponované nerovnosti (-28) 

. čili |p u+ř -i>, | <«lř» u | 



nyní soudíme 

t- j. j» u má pro lim « = ae konečnou limitu j>; a vzhledem ku 
| p D | > i soudíme, Že | j> | ^ k, t. j., že p jest různé od nully, 

jak bylo dokázati. 

Učiníme-li v nutné výmince (28) pro existenci limj)„^0 
speciálně r = 1, máme | t*u+i — 1 | < e. jakmile »»"> m, a polo- 
žíme-li součinitele u a do tvaru w„ = 1 + a u , t. j. nekonečný 
součin do tvaru 

(1 + o,) (1 + a,) (1 + » 3 ) - . .. 

*) Z I A + B | < i, soudíme |A'-B'|<L|A+B| < í (fl. 16.), značl-li 
A', B' absolutní hodnoty čísel A, B. 
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mánie | a B | < *, t. j. lim a n = O jako nutnou výminku pro to, 
aby nekonečný součin konvergoval k hodnotě různé od nully; vý- 
minka ta ale nestačí, jakož ještě shledáme. — Zároveň patrno, 
že při vyplněné výmince (28) můĚe lim p„ jen tenkráte býti 0, kdy 
alespoň jeden součinitel « n vymizí. 

Jest na místě poznamenati, že nerovností (28) jest zaji- 
štěno faktum, že pro dosti velké n parciálný součin p a se při- 
bráním libovolného počtu dalších součinitelů změní jen o libo- 
volně malou hodnotu. Poněvadž do nerovnosti (28) vcházejí jen 
Členy Wo s indexem « > m, nemají první členy nekonečného- 
součinu na jeho konvergenci vlivu. 

Nekonečný součin v posledním tvaru psaný snadno se na- 
hradí nekonečnou řadou 

"i + «# + »>3 + «4 + ■ ■ ; 
stačí totiž položiti ť n = p u _ i a n , aby parciálné součiny p u se 
shodovaly s parciálnými součty s„ této řady. Skutečně pak 

Pí = «! (1 + «*) = «J + f S , 

P 3 = Pí (1 + a a) = Pa + «s. 

p a =p a ^ (1 + a n ) = 2>„_, + »„, 
a sečtením těchto rovnic 

j) u = «, + v t + f, + . . + »„. 

34. Kriterium konvergence pro součiny reálné. 

Uvažujme nejprve nekonečný součin o kladných členech, 

vesměs větších jednice 

(29) (1 + a,) (1 + *,) ■ -, 

v němž tedy o i; Oj, ■ . značí hodnoty kladné. 

Parciálný součin p n patrně roste s číslem «, a aby měl 
konečnou limitu, jest nutné a stačí, když každé p D jest menší 
než určité číslo (či. 13.)- Avšak patrně 

p„= (1 + o,) . . (1 + a») > 1 + o, + ■ ■ + a., 
musí tedy pak součet s a u řady 

«i + % + « 3 + • ■ 
býti menší než určité číslo, t. j. řada tato musí konvergovati. 
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Ale i opak plati, t. j. konverguje-U tato řada, konverguje i ne- 
konečný součin; neboť pak pro libovolné kladné t, jež volme < 1, 
existuje takové m, že při n > m platí 

a«+i + o n+a + ■ ■ + o-+» < «i 
tt tedy také 

__*;+!_ + __*t+I_ + + —"•*' < , 

1 + ».+, 1 + <■„+. 1 + *.+r 

kde v levo každý sčítanec jest menší než 1. Nyní 
— =— 1 1 

Pa ' Pm 1 + On+i 1 + Ob 

p.\ L l + «. + , )■{ l + «.) 
a tedy *) 

J_>J_/l °"+i M>-a-o, 

J>. *-l l + a„ +l '■ 1 + aoj^ř- KL h 

tedy j) n <: --^~— pro každé h>m, 2 čehož (ČI. 13.) patrno, že 

po pro lim « = <* konverguje k určité limite. 

Konverguje-li nekonečný součin ('29) o kladných členech 
větších jedničky, a jest-li L hodnota větší, l hodnota menší než 
hodnota p součinu (29), jest každý parciálný součin p a < 1>, a 
s druhé strany lze b vždy tak voliti, aby p a ~>l, neboť jinak 
by nemohla platiti rovnost lim p„ = p a současně nerovnosti 
l < p < L. 

Z této vlastnosti ihned soudíme, že v konvergujícím ne- 
konečném součinu, jehož Členy jsou větší jedničky, možno po- 
řad součinitelů libovolně změniti, aniž by se porušila konver- 
gence neb hodnota součinu. Každý parciálný součin původního 
a tedy i nového nekonečného součinu jest menší než L ; konver- 
verguje tedy nový součin a má hodnotu ^ L. V původním a 
tedy i v novém součinu možno vytknouti parciálný součin > l ; 
jest tedy hodnota nového součinu :> /. Hodnota nového neko- 
nečného součinu, jsouc větší než každé Číslo l<p, a zároveň 
menší než každé číslo L > p, se nutně rovná p. 

*) Jsou-li í, , í 2 , i s , . . kladné hodnoty menší než 1, máme nerovnost 
(1 — #,) (i — i a ) . . (1 — i B )> 1 — i, — 4, . . — í„; skutečné 
(1 — i t ) {l — » t ) — l — i 1 — i a + i,* a > 1 — ij— *i. a tedy 
(1 — i,) (1 — *„) (I— *,)>(! — i, — i,) 'I — Í 8 )>1 — »,— i 2 -i s . 
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Také u nekonečného součinu 
<30) (1 - 0l ) (l -O,! (l-o 3 ) . ., 

kde a„ a Q< a 3 . . značí kladná Čísla různá od 1, jest nutná a 
postačující výminka, aby konvergoval a s. k Hodnotě různé od nully, 
konvergence řady 

«i + «a + <h + • ■ 

Předpokládejme, pro snazší důkaz, že a„ « a , . . jsou vesměs 
menší než jisté číslo a ■< 1 ; obmezení to jest dovolené vzhledem 
k okolnosti, že stačí zkoumati konvergenci součinu po vyne- 
chání libovolného počtu prvních členů jeho, a vzhledem k tomu. 
že u konvergujícího součinu jest lim a B = pro lim » = co. 

Pro reciprokou hodnotu parciálného součinu p a součinu 
<30) máme 

TH 1+ r^r)( 1+ ^r)-( 1+ -^r)- 

Všecky součinitele na právo jsou větší než I, pročež jest 
konvergence řady o kladných členech 

nutná a postačující k zabezpečení lim pro « = ac . Členy 

této řady jsou ale patrně obsaženy mezi korrespondujícími 
ileny řad 

1 -« + 1 — « + 
», + «.+ .. 
jež současně konvergují a zároveň s řadou (31). Aby tedy hod- 
nota měla limitu, čili aby součin p n měl limitu různou od 

jv ' 

nully při n = », jest nutno a stačí, aby konvergovala řada £a B - 
Také v konvergentním součinu (30) možno libovolně změ- 
niti pořad faktorů, aniž by se porušila konvergence neb hodnota 
součinu; neboť součin o členech větších než jednice: 



( 1 + -r^ir)( 1 +T*5-)- 



také konverguje, a možno tedy pořad Členů v něm libovolně 
měniti, a tudíž také v součinu reciprokých hodnot jeho faktorů, 
1 j. v součinu (30). 
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V nekonečném součinu n (1 -+- a «)i kde sice lim a„ = 0, ale- 
řada o kladných členech 3a. diverguje, máme vzhledem k 

j» n > 1 -f- a, + » a + ■ ■ + <** 
patrně lim #„=<*, tedy součin diverguje, kdežto hodnota sou- 
činu 11(1 — a a ), kde ■< a„ <: 1 a Za„ opět divergnje, jest 0; 
skutečně pak 



iH-t^t)--( 



i+- 



tedy i 

:> 1 + a, + . . 4- a a , lim =: * , lim »„ = 0. 

Budiž konečně 
(32) (1 + a,) (1 + «,) (1 + *) ■ ■ 

nekonečný součin, v němž čísla o,, o,, a a , . . jsou kladná neb- 
záporná, ale taková, že řada 2a konverguje absolutně. Označi- 
me-li &,, b s , . . ona z Čišel a,, a ir . ., jež jsou kladná, a — e tT 
— c a , . . ona, jež jsou záporná, jsou řady 2b a 2c konver- 
gentní (Či. 22.) a tudíž i nekonečné součiny J7(l. + 6 U ), Í7(l — c„), 
a zároveň konverguje také druhý k hodnotě různé od nnlly, ne- 
vymizí-li žádný součinitel 1 — Cn- Snadno lze nahlédnouti, jaká 
u řad v cit. článku, že součin 

^„ = (1^-0,) (l + o.) . . (l + o.) 
pro lim » = oe má limitu, rovnající se součinu hodnot 17(1 -(- b B ), 

n(i- Co )- 

Nekonečný součin (32), v němž o,, &,, . . jsou kladná neb 
záporná čísla, sluje absolutně konvergentním, jest-li řada 2a B abso- 
lutně konvergentní. Předchozí úvahy pak ukazují, že součin 
prvních n faktorů absolutně konvergujícího nekonečného sou- 
činu se blíží s rostoucím n určité limitě, a ta sluje hodnotou 
nekonečného součinu, dále že tato hodnota jest nezávislá na po- 
řadu součinitelů (1 + a a ), a konečně, že tato hodnota jest jen 
tenkráte, kdy některý z těchto součinitelů vymizí. 

N. p. hodnota nekonečného součinn 



-^-ťh-í: 



jest O, poněvadž řada i + 5 + í + ■ ■ diverguje. 

('-Jr)0-Ír)0-:ir)- 



1 

2 
( 


3 

2 
1 — 


2 
' 3 
1) 


4 
3 
3 


i 

2 


(» 
3 


-DO 

» . n 

(»+d 

. » 


+ 1) 
» + i 


3 


. 


4 


"~ 2» 



a tedy lim p B = -=- hodnota jeho. Z toho soudíme, že řada 

konverguje, jakož i v SI. 25. ukázáno. 

35. Kriterium konvergence nekonečných součinů kom- 
plexních. 

Konverguje-li řada o komplexních Členech 
a i + <»i + % + • • 
absolutně, konverguje také nekonečný součin 

(1 + a,) (1 + a,) (1 + «,) . . 

<* s. k číslu p rannému od 0, není-li žádný z faktoru 1 -f- a„ nullou *). 

Položme a„ = a„ + i/?., kde «„, p u jsou čísla reálná, a 

P, = (1 + o,) (1 + «,) • ■ (1+aJ = řn + i?., 

pak . 

.. = | 1 + o, | . | 1 + a, I . . | 1 + a. | 

= k(l + «.)' +(».•"■ l/(l + « .)' + A*' . . 

• • K(i + «.)'+i». s . 

Zvolme í» tak velké, abv pro » ^ m platila nerovnost**) 
1 «. I + I A. |< 1, pak 



|/ (1 + «.)'+ fa' <1 + I «. | + | fc | , 
1/(1 + «.)'+ />.■"•> 1 - I «. I - I fl. I • 



*) Cauchy, Analyse algébrique, Notě IX; Weierstrast, Ueber dle Theorie 
■der analytiscb.cn Facultatcn, § 5, Crelle t. LI, aneb Abh. aus der Functionen- 

lehre, p. 210, 

**) Ze supponované absolutní konvergence rady 2a n jde, že \/<* B t + (*„* se 
■stává libovolně malým pro dosti velké n, a tedy také j o n ] + ] ff B \ . 
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Z toho palmo, že podíl — — při « > m jest obsažen mezi 
součinem 

(1 - «',+. ~ ř-i+O (l - «*-* - *V+.) • • (1 - «'- - Č'0 
a součinem 

(1 + «'»+. + ČW.) (1 + «'-+.+ ?-+■) ..(!+< + ^'ni- 
kde pro pohodlí psáno «', (?' místo l a \ , \ $ \ . 

Při rostoucím « však oba tyto součiny dle předešlého 
Článku konvergují k určitým kladným hodnotám A, B, jelikož 
řada 2'(«',, + /?*„) konverguje, jsouc součtem konvergujících řad 

£a' a , 2p a . Mezi hodnotami A a B jest podíl —^-obsažen, po- 
něvadž prvnímu součinu s rostoucím n stále ubývá, druhému 
stále přibývá, a tedy jest s„ mezi As m a Bs. , nechť jest « jak- 
koli veliké ; jest tedy každá z hodnot | p a j , ) q B | menší než Bs m . 
Nyní z 

p 0+í + iq B+l = (1 + «-+, + tf»+i) (P- + ifl-) 
soudíme, porovnáním reálných a ryze imagináruých hodnot, že 

Pb+1 — P.= «a+lP«- A+lín, 2„ +í — ?„=«„+,«„+&+,?», 
z čehož, klademe-li posloupně m, m + 1, . 
obdržíme sečtením 

iWr — pm=a n . +1 p,-+«B +1 p m - H 4- ■ 

— /?-+!«■ — ť-+rf. + l — - 

2m+r - Si = «m +1 9n. + Om-i-aSc-H + . 

+ Aa-M^>» + ftn+aPm+i + ■ 

Obě řady .T | a„ | , £ ] n J jsou konvergentní, a hodnoty 
2> n , 2n číselně pod určitým číslem Bs m ; jsou tedy také čtyři řady 
konvergentní : 

P,«i + J* 2 «í + • •; Pift +i>.& + ■ ., 
2,«, + 9 3 « a + . .; fcA + 9tA + • -. 
tak že pro dosti velké m výrazy po pravých a tedy také po le- 
vých stranách posledních dvou rovnic se stávají číselně libo- 
volně malé, nechť jest r jakékoli, t. j. hodnoty p a , q a mají pro 
lim » = <x> konečné limity. 

Obě tyto limity nemohou současně býti 0, neb by pak 
s n = l/pii 1 + 2o a mělo též limitu 0, což by ale dle předchozího 





+ r na místo «, 
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Článku vymáhalo, aby některý faktor 1/(1 + «„)* + (?»* součinu 
s vymizel, t. j. aby některé «„ = — 1. Případ mizícího faktoru 
v daném nekonečném součinu 77 (1 + o„) však vylučujeme z úvahy, 
poněvadž pak při « dosti velkém každý paroiálný součin P n 
jest 0. 

Posouzení konvergence nekonečného součinu se mnohdy 
usnadní větou: 

„Konverguje-li součin 77(1 + a v ), kde «,= | a, | , tu kon- 
verguje také součin 77(1 -f- «„)." 

Vynásobením shledáme, že rozdíl 

"wa + o - £a + o 

se skládá ze sčítanců tvaru aittj . ., tak Že jej můžeme psáti 
Za&i . .; pak ale nahradivše a obecně absolutní hodnotou «, 
máme 

"(1 + O - 77(1 + «,) = -r tti «j . ., 
a tudíž ' 

j "77(1 + a r ) ~ 77(1 + fl^)|<| "JT(1 + * r ) - 77(1 + «,) j. 
Ze supponované konvergence součinu 77(1 4- « r ) ale plyne, 
že pravá strana se stává při « > m libovolně malou, nechť jest 
h jakékoli, a tedy také levá strana, čímž věta dokázána. 

36. Stejnoměrná konvergence součinu. 

Mějme nekonečný součin reálný 
«i « 2 tí 3 . ., 
jehož Členy závisejí na proměnné a:, a předpokládejme, že konver- 
guje pro všecky hodnoty x intervallu (a . . b), č. stručněji, že 
konverguje v tomto intervallu. Jest-li tomu tak, a přísluší-li 
mimo to každému kladnému číslu * určité kladné číslo m ta- 
kové, že při n > m platí nerovnost 

(32) j n«, - 77u I < * 

pro každé a; intervallu, pravíme, že nekonečný součin konverguje 
stejnoměrně v intervallu (a . . b). 
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Mánie-li n. p. pro všecky hodnoty x intervallu (a . . b) 
nerovnosti 

(33) I «, l<?„ I «,!<&, . , 

kde g t , g$ . . znafií kladná čísla taková, že řada £g v konver- 
guje, tu konverguje součin 

(1 + a,) (1 + o,) (1 + O . . , I 

v intervallu (a . . 6) absolutně a stejnoměrně. 

Z učiněných supposic jest konvergence řady £ \ a„ | patrná 
a tedy konverguje také napsaný součin a s. absolutně. 

Z konvergence součinu 77(1 + gj jest patrné, Že při libo- 
volném kladném * platí nerovnost 

^(1+lJ-flf+lJOl 
jakmile »>■»», t. j. že pak 

(34) (1 + 9 t ) (1 + fc) . - 

(i + jfcO [ - i + tt + fr+0 (i + fr+0 •■]<«- 

Avšak při každém s daného intervallu máme 
1(1+ a,) (1+a,) . . (l+a n )| 
<a+ft) O+fc). • (1+ffO 

| - 1 + (1 + a. + (1 + o, +i ) . . (1 + « B1 I 
< - 1 + (1 + g a+ i) . . (1 + ífe+O, 
tak že vzhledem k nerovnosti (34) máme při n > »t - 
| (1 + o,) . . (1 + a.) | • | - 1 + (l + o. +I ) (1 + o, + - • |< •■ 

*' j - |,£í l+a,) ~"r- í | I +a ' ) | <f ' 

a to pro každé x daného intervallu, jak bylo dokázati. 

Nekonečný součin 77 m„ jehož Členy «, závisí na komplexní 
proměnné x, konverguje v jistém oboru této proměnné stejno- 
měrně, platí-li nerovnost (32) při každém x tohoto oboru, jak- 
mile n >• m, kde m značí určité kladné číslo, na x nezávislé. 

Jsou-li a r hodnoty závislé na x, a platí-li pro všecka x 
daného oboru nerovnosti (33), soudíme opět, že nekonečný sou- 
čin 77 (1 + a r ) konverguje v tomto oboru absolutně a stejno- 
měrně. 

E. Wljr, Poíet differcnciiln/, ti 



Kapitola III. 

funkcích, hlavně jedné proměnno, a zvlášť 
o elementárných funkcích. 

37. Reálné proměnné a funkce. 

Hodnoty, vyskytující se v mathematických úvahách, růz- 
níme na stálé a na proměnné; první mají určitou hodnotu, ale- 
spoň v úvaze, v níž se vyskytují, druhé nabývají nekonečně 
mnoho různých hodnot, obyčejně všech hodnot reálných, a slují 
pak neomezené proměnné, aneb všech hodnot jistého intervallu 
(a . . b), t. j. hodnot x hovících požadavku a ^ x ^ b; v obou 
těchto případech nazýváme x hodnotou spojitě proměnnou. Hod- 
noty stálé značíváme prvními literami abecedy, hodnoty pro- 
měnné posledními. 

PřísluŠí-li každé hodnotě proměnné x určitá hoduota y, 
pravíme, že y jest funkcí proměnné x a píšeme y =f(x); x pak 
sluje neodvisle proměnnou neb argumentem, y též odvisle pro- 
měnnou. 

Funkce y jest definována v intervallu [a . . b), přísluší-li 
každému x tohoto intervallu určitá hodnota y. 

Pojem funkce takovým způsobem vytčený jest velice 
obecný, a připouští funkce zcela libovolné, nezajímavé, poněvadž 
nepodrobené žádné zákonitosti ; možno n. p. definovati funkci y 
v intervallu (0 . . 1) tím, že pro racionálna x tohoto intervallu 

položíme y = x, a pro irracionálná y = — , aneb y= — %. a p. 

Funkce, jichž studium bylo plodným jak pro ryzí, tak pro 
applikovanou mathematiku, nebyly sestrojeny takovým libovol- 
ným způsobem, nýbrž vyskytly se zcela přirozeně jakožto vý- 
razy utvořené pomocí určitých početních úkonů z hodnoty pro- 



iněnné a z daných hodnot stálých, jako n. p. funkce racionálno 
celistvé a lomené, funkce irracionálné a obecnější algebraické, 
funkce exponenciálná, logarithmická, funkce trigonometrické 
a pod. 

Fnnkcí racionálnou celistvou, neb stručněji celistvou, roz- 
umíme výraz vznikající z proměnné x a ze stálých konečným 
počtem úkonů algebraického sčítání a násobení, tedy polynom 
y — A„s» + A,*— ' + . . + A„; 

zde m značí celistvé kladné číslo, A , A, . . A m stálé hodnoty. 
Funkce taková jest definována v každém intervallu, jakmile jsou 
dány tyto stálé součinitele č. koeflicienty. 

Funkcí racionálnou lomenou rozumíme výraz utvořený 
z proměnné a ze stálých konečným počtem úkonů algebraického 
sčítání, násobení a dělení, při čemž se mají vyskytovati pro- 
měnné dělitele. Výraz takový možno patrně převésti do tvaru 
podílu dvou polynomů : 

_ A n a:" + A,^"-' + ■ • + A„ 
y ~ B fl a; -f B,a"-»+ • ■ + B„ 
a jest funkce taková vytčením koeficientů A,, . . A„, B, . . B n 
definována v každém intervallu neobsahujícím žádné x, které 
by annullovalo jmenovatel; pro takové x totiž není funkce y 
definována, poněvadž podíl on liliovém děliteli nemá smyslu. Pro 
ony hodnoty x nutno funkci y teprve definovati, což se později 
stane (čí. 100.). 

Funkcí algebraickou zoveme hodnotu y závislou na pro- 
měnné x takovým způsobem, že tyto dvě hodnoty hoví rovnici 
tvaru 

O) PoV D + P.Í/"- 1 + ■ - +P n = 0, 

kden jest celistvé kladné číslo, a P , P,, . . P„ polynomy utvo- 
řené s proměnnou x. 

Má-li tato rovnice speciálně tvar 
y + P, = 0. 
jest y racionálnou celistvou funkcí, a má-li tvar 

P o!ř + P, = 0, 
jest y racionálnou lomenou funkcí proměnné x; jsou tedy funkce 
racionálno speciálnými funkcemi algebraickými. — Týž výrok 
platí o t. z. funkcích irracionálnýcli, jež totiž vznikají z pro- 
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měnné a; a ze stálých konečným portem Čtyř základných počet- 
ních úkonů a odmocňováním, vztahujícím se k proměnným od- 
mocněncům, tedy n. p. o funkci 

_ o + j/š+j T. 

x — 2J/J 
v theorii rovnic se totiž učí, že existuje mezi x a y rovnice 
tvaru (1) a Že tedy y jest algebraickou funkci proměnné x. 

Funkce, jež nejsou algebraickými, sluji transcendentními; 
funkce o", log x, sin x, cos x, . . jsou transcendentní, jakož po- 
zději snadno stvrdíme. 

Funkcí dvou reálných proměnných x, y nazýváme hodnotu *, 
je-li tato hodnotami x, y stanovena, při čemž x, y jsou obyčejně 
buď libovolné neb obsaženy v daných intervallech a ^ x ^ i, 
c ^ y ^ d t aneb jinak omezeny, n. p- požadavkem (x — a) 3 
+ (y — ř) 1 = **"; v případě prvním jest funkce z dvou neod- 
visle proměnných definována pro všecky jich hodnoty, v druhém 
a třetím jen pro jistý obor, oněmi nerovnostmi vytknutý. A pod. 
pro funkci více neodvisle proměnných. 

Opět zveme výraz vznikající z proměnných a ze stálých 
konečným počtem úkonů algebraického sčítání a násobeni funkci 
racionálnou celistvou, tedy výraz tvaru 
z = X AapcyP, 
v němž A a p jsou hodnoty stálé v konečném počtu, a, /? Čísla 
celistvá kladná, včetně nully ; podíl dvou takových výrazů sluje 
racionálnou lomenou funkcí, atd. 

Studium vlastností zmíněných speciálných funkcí, i jiných 
vyvozených z nich způsoby různými, jest hlavním cílem ana- 
lyse; nežli se za nim dáme, vytkneme některé obecné úvahy 
o funkcích usnadňující ono studium alespoň potud, že se jimi 
vyhneme nechutnému opakováni. 

38. Horní a dolní mez funkčních hodnot- 

Dle definice funkce /(x) v intervallu (a . . b) jest každá 
její hodnota Číslo konečné; jsou-li všecky hodnoty f{x) Číselně 
menší než určité kladné číslo A, pravíme, že funkce f(x) jest 
v intervallu (o . . b) konečnou. 



Definujeme-li n. p. funkci f(x) v intervallu (O . , 1) tím, 



noty proměnné x, tedy není f{x) v onom intervallu konečnou, 
ač má veskrze konečné hodnoty pro všecka x intervallu ; funkce 
ta jest ale konečnou v intervallu (« . . 1), značí-li a libovolné 
kladné číslo menší jednotky, neboť hodnoty funkční nepřesahují 

číslo — 

Jest-li f(x) funkce konečná v intervallu (o . . 6), existují 
dvě čísla L, l, jimž přísluší tyto vlastnosti: f(x) pro kterékoli x 
intervallu jest menší neb nanejvýš se rovná L, a buď existuje 
v něm x Činící f(x) = L, aneb x takové, že f(x) jest obsaženo 
mezi L a L — s, nechť jest e jakkoli malé kladné číslo. Ob- 
dobně jest f(x) vždy větší neb alespoň rovno Z, a dále existuje 
buď x činící f(x) = i aneb podávající hodnotu f(x) obsaženou 
mezi I a i + f, nechť jest « jakkoli malé kladné číslo. 

Číslo L sluje horní-, Číslo l dolní mezí funkce f(x) v inter- 
vallu (o . . b); kladný neb nullový rozdíl L — l sluje oscillaci 
funkce v tomto intervallu (grosste Schwankung). 

Dle supposice nepřesáhne ý (x) určité celistvé číslo A + B 
a neklesne pod určité celistvé číslo A; Čísla ta mohou ovšem 
býti i záporná. V řadě celistvých čísel 

A, A + 1, A + 2, . . A + B 
musí se patrně vyskytnouti Číslo « takové, že f{x) nabývá hod- 
not větších než «, ale žádné hodnoty přesahující « + 1, při čemž 
« může nanejvýše býti A + B — 1. Dosáhne-li f(x) pro určité x 
hodnoty a + 1, jest a + l horní mezí L; nestaue-li se to. roz- 
dělme intervall («..« + !) třeba na deset stejných dílů, čímž 
nabýváme deset nových intervallu o krajních hodnotách 
«, « i, «-a, . ., «"9, « + 1. 

Opět jest patrné, že se vyskytne mezi nimi decimálně Číslo 
«•£ takové, že f(x) je přesáhne, ale nikoli číslo «■,?', kde 

^ = <S+1 
jest o Crl větší; dosáhne-Ii/O*;) hodnoty «■£', jest toto číslo horní 
mezí L, ne-li, rozdělme intervall («*/J . . «"£') opět na deset stej- 
ných dílů, čímž nabýváme decimálných Čísel 

a% a-jSl, «r/í2, . . , cr/J9, a-p', 
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a pod. dále. Touto cestou buď dojdeme k honil mezi L = a-fiy , . p, 
aneb, nemá-li tento postup konce, k nekonečné posloupnosti čísel 
rostoucích neb alespoň neklesajících a nepřesahujících A + B 

«, a% a-fty, *p 7 9, . . 
a stanovících tedy určité číslo L. Dle jelio vzniku víme, že f(x) 
nabývá hodnot mezi čísly 

a-fy . . f» a a'§y ../»', fť = t* + 1, 
položených, tedy hodnot odchylujících se od L o libovolně málo, 
a jest tedy L horní mezí hodnot /(x). 

Obdobně vychází existence dolní meze /. 

Vzhledem k ií f(x) ^ L a vzhledem k okolnosti, že roz- 
díly L — f(x) a f(x) — l se stávají libovolně malými, soudíme, 
že oscillace funkce L — l jest horní mezí hodnot | f(z) — fix') | , 
značí-li x t x' dvě hodnoty intervallu (a . . b), 

N. p. funkce f(x) definovaná v intervallu (0 . . 1) tak, že 
f (x) = x vyjma pro x = 1, a Že /(l) = 0, má 1 za horní mez ; 
meze té funkce patrně nedosáhne. Doluí mez jest 0, a meze té 
fix) dosáhne při x = 0. 

39. Spojité funkce. 

Funkce f(x), definovaná v intervallu (a . . b), sluje spojitou 
pro hodnotu x tohoto intervallu, přísluší-li každému kladnému 
číslu í kladné číslo 17 takové, že platí nerovnost 

l/M -/•(*) 1 <. 

pro všecka x' intervallu lišící se od a: o méně, než 17, t. j. hovící 
požadavku I x' ~ x \ <Z 7. 

Jest-li x rázné od a i b, možno spojitost funkce pro hod- 
notu x vyjádřiti tak, že k libovolnému kladnému e musí existo- 
vati kladné ij takové, že 

I f{x + Ori) ~ f{x) I < * 
pro všechna & obsažená mezi — 1 a + 1 ; je-li ale x = a, musí 
tato nerovnost platiti pro všecka # mezi a + I, a je-li x = i, 
pro všecka ■& mezi — 1 a 0. 

Jakožto příklad vytkněme si funkci fix) rovnající se — 
při x ^ 0, a libovolně zvolené hodnotě A při x = 0. Funkce ta 



jest spojitá pro každé i^Oa nespojitá pro x = 0. Máme totiž 
při x ^ 0, x 1 ^ 

«-o-/w=9r-r=--5-' 

a hodnota ta se stává číselně libovolně malou pro dosti malé 
| x — x' j , kdežto rozdíl 

/»-/(<)) = -i- -A 

pro hodnoty a;', hovící požadavku | x' — | ■< n se stává Číselně 
libovolně velkou hodnotou, nechť jest kladné i? jakkoli voleno. 
Funkce f(x) sluje spojitou v intervallu (a . . b), aneb též 
stejnoměrně spojitou v tomto intervallu, jestliže k libovolnému 
kladnému číslu i možno přiřaditi kladné číslo i; takové, že platí 
nerovnost 

I/M-/WK' 
pro každé dvě hodnoty x, x" intervallu. hovící výmince 
\x' — x\<. t} . 

Funkce spojitá v intervallu (a . . b) jest nutně konečná v tomto 
intervallu; rozdělíme-li totiž intervall na « intervallu, z nichž 
každý jest menší než i?, bude absolutní hodnota funkce v prv- 
ním intervallu menší než | f(á) | + «, v druhém menší než 

I f( a ) I + 2«, atd., v posledním meníí než | f(á) \ + m. 

Jest-li f(x) funkcí spojitou v intervallu (a . . b), možno 
rozděliti tento intervall na konečný počet intervallu. v nichž 
každém oscillace funkce nepřesáhne libovolné malé kladné 
číslo *; stačí vzíti intervally menší než q. — A naopak, možno-li 
to učiniti, jest funkce spojitá v intervallu (a . . b); neboť sta- 
novíme-li při daném « intervally tak, aby oscillace v každém 
byla menší než \e, a označíme-li ^ rozsah nejmenšího intervallu, 
jsou při | x' — x j < tj hodnoty x. x' bud 1 v témž intervallu, a 
pak jest j f(x') — f(x) | •< \t, aneb jsou ve dvou sousedních 
intervallech a pak, značí-li x" hodnotu oběma společnou, bude 

I /(*0 -/(«) | = | /{V) - /(i") + fix") -f{x) ) < 1. + i., 
a tedy platí v každém případě 

\f(x-)~f(x) |< e při |af — *|<,, 

jak bylo dokázati. 



40- Pokračování. 

Funkce f(x) spojitá v intervallu {a . . b) jest patrně spo- 
jitá pro každou hodnotu x tohoto intervallu, neboť pak i pro 
pevné x platí | f(x') — f{x) I ■< i při | x' — x | <: i;; ale i opačný 
výrok jest správný, t. j. funkce ř(x) definovaná v intervallu (a ..b) 
a spojitá pro kašdou hodnotu jelio, jest spojitá v tomto intervallu *). 

Abychom to dokázali, předpokládejme, že věta neuí správná; 
že tedy nemožno rozděliti intervall (a . . b) na konečný počet 
intervallu lakových, aby oscillace funkce v každém z nich byla 
menší než libovolné malé kladné číslo *. 

Rozdělme intervall (a . . b) na několik intervallu, třeba na 
dva stejné, tak že krajní jich hodnoty budou 
b — a 
«i o + g — ' ' 

pak alespoň v jednom z těchto dvou intervallu bude oscillace 
funkce 3: i. Značíme-li a, , o, :> Oj krajní hodnoty tohoto inter- 
vallu, obdržíme jeho rozpůlením krajní hodnoty 

a,, a t -{- ■ — — i 6j 

dvou nových iutervallů, a alespoň v jednom z nich bude oscil- 
lace funkce ^ t • označme <z fl , o 2 :> a a krajní hodnoty tohoto 
intervallu, atd. Tím obdržíme dvě nekonečné posloupnosti Čísel 

(«!, a a . a 3 , . .), (K K K ■ -1 
takové, že v první členy nikdy neklesají, v druhé nikdy nestou- 
pají, nepřesahujíce číslo b; jsou tedy obě posloupnosti konver- 
gující (čiř 13.), a vzhledem k tomu, že rozdíl b a — « n pro dosti 
velké « jest libovolně malý, konverguji k témuž číslu e inter- 
vallu (a . . b). Ze vzniku těchto posloupností vychází, Že v kaž- 
dém intervallu (a n . . b a ) jest oscillace dané funkce ^ t. 

Dle supposice jest ale f(x) pro x = c spojitá, a tedy pří- 
sluší libovolnému kladnému í' kladné y takové, že platí 
| f(c + A) - f[c) [ < i* při | h | < * 

*) Větu tuto připisuje Heine ve svém pojednání „Die Elemente der Functio- 
nenlehre", Crelle-ův žurnál, sv. 74, str. 182, G. Cantorovi. Tamže na str. 221. 
Sch-wan podotýká, že léta plyne snadno pomoci úvah pocliodících od Bolzana a 
Weicrstrassem dále vypěstovaných. Hořejší důkaz podal Darboux s tím podotknu- 
tím, že jeho lze užiti také při funkcích více proměnných ; v. „Mémoire sur les fonctions 
discontinues", Aimales scientifiques de 1'Ecole normále supérieure, 2" série, t.lV, 
p. 73. 



Volíme-li « tak velké, aby a a i b u byla obsažena mezi c — 17 
a c + ij, platí nerovnost 

I/W-/WK'' 

pro všecka x intervallu (a B . . b a ). Značí-li tedy x, x' dvě libo- 
volné hodnoty tohoto intervallu, mánie 

I fdť> - f(x) 1 = I /■(»■) - /(O + /■(«) -/■(!)!<,'+ ,', 
tedy- jest oscillace funkce f(x) v tomto intervallu :£ 2*', t. j. 
oscillace jest < *, volíme-li 2ť ■< t. To ale odporuje hořejšímu 
výsledku, že oscillace ta jest ^ t, čímž nemožnost praemissy, a 
tedy správnost věty dokázána. 

Funkce spojitá v každém bodě intervallu {a . . b) jest nutně 
konečná v tomto intervallu; oua jest dle vety právě dokázané spo- 
jitou v tomto intervallu a tedy jest v něm také konečnou (člá- 
nek 29.). 

41. Spojitost součtu, součinu, podílu dvou funkcí ; spo- 
jitost funkce. 

Jsou-li f(x) a qi (x) dvě funkce spojité v intervallu (a . . 6), 
jsou také součet f{x) -r (p(x) a součin f(x) . q(x) dvě funkce spo- 

jité v tomto intervallu: a totéž platí o podílu — .— 1 ne ni-li dolní 

<t(x) 

mes hodnot \ <f (x) | nulla. jest-li tedy číslem kladným, 

Dle supposice možno při libovolném kladném t stanoviti 

kladné tj tak, aby pro každé hodnoty x, x' intervallu hovící 

\ x' — x \ <Zy platily nerovnosti 

I /(*0 -/(*)!<*, l?(*0-~*(*)l<*i 
z toho plyne 

I /(■*) + <KO - f(x) - 9 (x) !<* + », 
čímž první výrok dokázán. Patrné možno obecněji říci, že sou- 
čet libovolného počtu — však konečného — spojitých fukcí jest 
též spojitou funkcí. 
Dále máme 

fix') = f(x) + to, q {x') = q. Gr) + .n, 
kde &, &' jsou hodnoty mezí — 1 a + 1, a tedy 

/Oť) <j> (<ť) - f(x) <f (x) = &*<i (x) + flUf(x) + Wi« 
I /(«0 «KO - /(*>*(*) I< «(A + B) + t", 



platť-li v celém intervallu | f(x) I < A, | tp (x) | <: B. Jest tedy 
levá strana při | x' — x \ < ij menši než libovolné kladné i' y 
volíme-li e tak, aby t(A + B + t) ^ f', k čemuž při í < 1 stačí 
vzíti 



= A+B+l 
Tím dokázán výrok druhý. 
Vzhledem k 
f(x') f(x) __ f(x) + g« _ /_(*) _ 6*r{x)— &*/(?) 

<f (X 1 ) <p (i) rp (x) + &'B <p (x) <f (X)[<p (x) + #'«] 

máme 

\<p(*) >(*) p C(0- ,)' 
je-li C taková kladná hodnota, že v daném intervallu platí 

UMI>C. 

Levá strana jest tedy menši než libovolné kladné ť, volíme-li « 
tak, aby 

ť [A + B) ., 



C(O~0 = ' 
k čemuž při * •< ±C stačí, aby 

-J^ + V-^,. M ,< ''C , 
0.(c-£) = ' '■ = ^ + B) 

čímž dokázán výrok třetí. 

Jest-li y :=/(a;) funkce spojitá pro hodnotu #„, a 2 = <p(y) 
funkce proměnné # spojitá pro hodnotu y =/(a; ), jest 

* = 9 (/(*)) = v (a:) 
funkce spojitá pro hodnotu # . 
Dle supposice jest 

I 9 (sO — <p(2/ B ) 1 < • při I y — y„ I < í, 

a 

l/OO — /O ) I < í> '■ J- I ff — y l<! při I X — a» I < Ý, 
a tedy platí první nerovnost, t. j. 

I V (x) — v Oo) I < < při I ^ — a; I <; 1/. 



42. Další vlastnosti spojitých funkci. 

Jest-li f(x) funkce spojitá pro hodnotu x Q a jest-li f(x^) hod- 
nota různá od nully, jest /(£,, + *) '<&(>£ znamení, jako f(x ) pro 
dosti malé \ h \ . 

Budiž ý(x ) = a. Ze supponované spojitosti plyna, že exi- 
stuje kladné číslo ij takové, Že platí 

|/Cr + A)-^«H <|«| 
pro všecka A hovící nerovnosti | h \ <. //; pročež pak 
/(*, + A) =/(*,) + # | « I , < # < 1, 
a jest tedy /'(#,, + A) hodnota téhož označeni jako f(x Q ) pro 
každé A hovící | A | < ij. 

Jest-li fix) funkce spojitá v intervallu (o . . A) a jest-li z hodnot 
/(«)• /(&) í'eá»a Had«á a jedna záporná, existuje v tomto intervallu 
alespoň jedno Číslo x, které činí f(x) = 0*). 

Budiž f(a) = a třeba číslo kladné a f(b) =. p Číslo záporné, 
a < b. Dle předchozí věty existuje kladné číslo ij takové, že pro 
kladné A ■< jj platí /(a + A) :> 0. Volme kladné h, <r ij; pak 
jest /(#) >■ pro všecky hodnoty x intervallu (a . . a + Ai), a 
položme f(a -|- A,) = «,, kde tedy a, >• 0. 

Opět vychází z předchozí věty existence kladného čísla if, 
takového, Že při | k | <: ?, platí /(a + A, + i) :> 0. Volme kladné 
#i < í» 1 P a k J es * /ť 37 ) > P ro všecky hodnoty x intervallu 
(« . . o + A, + i,), atd. 

Čísla a, a + A,, o+ A! + i,, . . stále rostou, ale jsou všecka 
menší než b, poněvadž /'(A) ■< 0; mají tedy horní mez L mezi 
«a b položenou, a ta musí činiti/(L) = 0. Kdyby totiž / (L) >■ 0, 
platilo by, dle předchozí věty, /(L -4- *) > pro dosti malé 
kladné e, a tedy by hodnota L nebyla horní mezí oněch hodnot, 
a kdyby /(L) ■< platila by pro dosti malé kladné t nerovnost 
/(L — *) < 0, což by opět ukazovalo, že L není horní mezí oněch 
hodnot. 

Z věty právě dokázané ihned vychází, že funkce f(a) spojitá 
v intervallu (a . .6) nabývá v něm všech hodnot mezi f(a) a f(b) 
položených; t. j. značí-li C číslo mezi f(a) a f(b), tu existuje 
alespoň jedna hodnota x v intervallu, která činí f{x) = C. 

*) Boltano, 1, c. str. 21. seqq., Cauchy, 1. c, Notě III. 
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Stačí poznamenati, že/(i) — C jest funkcí spojitou v našem 
intervallu (či. 41.) a Že má pro x = a, x = b, resp. hodnoty 
f(á) — C, f(b) — C různě označené; vymizí tedy pro jisté x 
intervallu, t. j. pro ně platí f(x) = C. 

Stručně možno říci, že spojitá funkce nemůže přejiti od 
jedné hodnoty k jiné, aniž by nenabyla všech hodnot mezi nimi 
se nalézajících, 

Další věta o spojitých funkcích, Weíerstrassem vytknutá, 
jest tato: 

Jest-li f(x) funkce spojitá v intervallu (a . . b), a jsou-li L, l 
horní a Solní mez její v tomto intervallu, tu existují v něm dvě 
čísla X, x činící 

/(X) = L, /« = !, 
t. j. spojitá funkce má v tomto intervallu největší a nejmenší 
hodnotí/ (maximální a minimální), č. dostihne své horní a dolní 
meze. 

Rozdělme intervall na libovolný počet », stejných inter- 
vallu ; pak alespoň v jednom bude horní mez táž jako v celém 
intervallu, totiž L; budiž x x první hodnota tohoto intervallu, 

a tedy x\ = x t -\ — poslední. Tento menší intervall roz- 
dělme na libovolný počet w a stejných dílů, i bude pak opět 
alespoň v jednom z těchto menších intervallu L horní mezí 
funkce ; první hodnota takového iutervallu budiž x^ a poslední 

tedy x' a = ar 4 -j- . Intervall tento rozdělme na n 3 stejné 

intervally, atd. Tím obdržíme posloupnost čísel nikdy neklesa- 
jících x t , x%, x 3 . . . a nepřesahujících b, stanovící tedy jisté Číslo 
x Q intervallu ; o něm možno ukázati, že činí f(x ) = L. 

Kdyby totiž /(*,) < L, t. j. L — /(«„) > t, kde t jest určité 
kladné číslo, tu by funkce f(x), mající v intervallu (#„ . . # ) 
horní mez L, měla v tomto intervallu oscillaci větší než *, což 
jest proti supposici o spojitosti funkce; volíme-li n dosti velké, 
jest poslední intervall libovolně malý a tedy také oscillace funkce 
v něm libovolně malá (Či. 39.). 

Obdobně možno dokázati existenci nejmenší hodnoty funkce 
v intervallu. t. j- dokázati, že existuje v intervallu x činící 



43. Pojem limity při spojité proměnné. 

Značí-li/(ar) funkci definovanou v intervallu (a . . 6) a spo- 
jitou pro hodnotu x tohoto intervallu, a jest-li 



konvergující posloupnost z hodnot intervallu. mající za limitu x, tu 
konverguje posloupnost 

(3) /(*,), A*,), /{Ij, • ■ 

k hodnotě f(x). 

Dle supposice o spojitosti platí pro libovolné kladné « 
lf(*)-/GOI<< PH \x a -x\ <,, 
kde t] značí určité kladné číslo, závislé na «. Avšak dle sup- 
posice o první posloupnosti máme pro libovolné kladné ij 

| x a — x | < y při n "> p, 
kde j> značí určité kladné číslo, závislé na tf, máme tedy 

| /Oc) — f(x) | < • " pfi « > i>, 
jak bylo dokázati. 

A naopak : má-li posloupnost (3) ía limitu f(x), nechí jest 
(2) jakákoli posloupnost z hodnot intervallu utvořená a konvergující 
k x, tu jest f(x) spojitá pro hodnotu x. V opačném případě by 
totiž existovalo kladné Číslo e takové, že při libovolně malém 
kladném i? se nalezne x' hovící nerovnosti | x — x 1 | <! 17 a činíci 

I /(*) - /(O | > .. 

Volme posloupnost kladných čísel 
7ii Vv ísi • - 
tak, aby konvergovala k 0, a vytkněme příslušná čísla x\ jež. 
označme 

m *;, *■,, *,, ■ ■ , 

a jež jsou tedy taková, Že pro všecka platí 

(5) |/C*)-/(^n)l>*; 

vzhledem k | x — x' u | < fj n má posloupnost (4) za limitu x, 

a vzhledem k (5) by posloupnost 

nx\\ f& t \ nx' a ), . . 

neměla f(x) za limitu, což by bylo proti supposici. 



- 94 - 

Z této věty jest patrno, že funkce spojitá jest známa v in- 
tervallu (a . . &), jsou-li známy jeji hodnoty n. p. pro všecka 
racionálna x tohoto intervallu ; neboť každé irracionálné x možno 
stanoviti konvergujíc! posloupností x u #„, r 3 , . . o raciouálných 
členech, a /(V) jest pak limita hodnot f(jx x \ f(x s ). f(x t \ • . 

Při spojité proměnné x ee obyčejně neuvažují pouze po- 
sloupnosti různých hodnot této proměnné, nýbrž všecky hodnoty 
její, jistými mezemi sevřené; tím vzniká jiný pojem limity. 

Pravíme totiž, Že funkce f(x), definovaná v intervallu (a . . i), 
má limitu M pro případ, že se proměnná x blíží hodnotě x' tohoto 
intervallu, přísluší-li každému kladnému * kladná hodnota i; ta- 
ková, Že platí 

| fix) - M |< . 
pro všecka x intervallu, hovící nerovnosti | x — x 1 \ < i?. 

Pak ovšem musí | f(x') — M | býti menší než každé kladné 
číslo t, jelikož | x' — x 4 = jest menší než každé kladné ij, 
t. j. pak musí nutně 

fW) = M 

■a funkce f{x) musí býti spojitá pro hodnotu x'. 

Jinak se věci mají, uvažujeme-li při limitování všecky hod- 
noty x intervallu, vyjma x'\ t. j. vyjadřujeme- li výrokem, že se 
f(x) blíží limitě M, po případě kdy x se blíží hodnotě x 1 , to 
faktum, že pro libovolné kladné t existuje kladné 1? takové, že 
platí nerovnost 

|/(*)-M|<. 

pro všecka ar intervallu rii^wá od a:' a hovící nerovnosti | x — x' | <:ij. 
V tomto případě nemusí f(x') se rovnati M, ale ovšem se mu 
rovná, jest-li /(#) funkce spojitá pro hodnotu x'. 

Obdobně pravíme o funkci f(x), definované v každém inter- 
vallu (a . . i), nechť jest b jakkoli velké kladné ěíslo, že lim 
f(x~) = M pro případ, že x roste do nekonečna č. že lim x =ae, 
přísluĚí-li každému kladnému t číslo kladné H takové, že platí 

I /(*) - M I < ■ při x > H. 

Dále, že lim f{x) = =c pro případ, kdy x se blíží určité hodnotě 
se', příslnší-li každému kladnému E kladné číslo ij takové, že 

/(aO>E při ix- x' I < í; 



a Že lim f(x) = on pro lim x = qo , přísluší-li libovolnému klad- 
nému číslu E kladné číslo H takové, že 

f(x)> E při *>H, 

konečně, že lim /"(#) = — » pro lim x = :ť, je-li lim — /(x)==cx>, 
a pod. 

Případy právě vytknuté struční tím charakterisujeme, že 
pravíme : ťtinkce f(x) jest « pro hodnotu x 1 , resp. jest qc pro 
X = oe, resp. jest — oe pro hodnotu a:', a pod. 

Věty o limitě součtu, rozdílu, součinu a podílu dvou funkcí 
v 61. 18. vytčené platí patrně i pro případ spojité proměnné. 

Racionálna celistvá funkce 

f{x) = Á X" + A,!F— > + . . + A„ 

pro lim a: = oo má za limitu + o° souhlasně s A s*0. Máme totiž 

a tedy 

lim J(x) = A lim x™ = + <*, 

Racionálna lomená funkce neryzí 

_ A.s»+A,s— '+. . + A„ 
/W ~ B^+B.íc— '+ 7. + B.' 

jejíž čitatel a jmenovatel jsou téhož stupně, má při lim x = + <» 

za limitu ^ň 5 ; stačí ji psáti ve tvaru 



a„+4 l +- 


■+¥ 


B.+ ^+. 


.+-£ 


aby věc byla patrná. 




Ryze lomená racionálna funkce 




/•(•T)--v+y" ,+ - 


. +A. 



B^" +B,a; n - , + . . + B n 

t. j. taková, u níž jmenovatel jest vyššího stupně než čitatel, 
má za limitu, roste-li x do + oe, aneb klesá-li do — qo ; pí- 



Seme-li ji totiž ve tvaru 

/w=- 



vidíme, že limita čitatele jest 0, limita jmenovatele B , a tedy 
lim/O) = 0. 

Neryze lomená funkce /(#), při níž tedy m ^ », se v pří- 
padu m > « může divisí převésti do tvaru 

f(x) = -|l s— ■ + C,í— -> + . . + C„ + v (z), 

kde (p(x) znafií funkci ryze lomenou, a pak vidíme, že 

lim / (x) = lim (^- a?"— + . . + C«_A 

lim/ ta;) = + o° souhlasně s -^ š£ 0. 

. Mějme jakožto dalěí příklad 

kde a značí kladnou hodnotu, a stanovme lim f{x) pro 
lim x = se . 
Píěeme-li 

/(*) = 



'i/x+ a +yx i/*+«+ 1/* 

máme ihned 

lim /(#) = pro lim a; = oe , 

Skutečně, aby 

t.j. 4<i/^t^+i/^ 



stačí, aby platila nerovnost 

— < 2 J/o^ t. j. a; > ~- 

44. Inversní funkce. 

Funkci f(x), definovanou v intervallu (a . . 6), nazýváme 
stoupající, jestliže pro každé dvě hodnoty x, x' intervallu rozdíl 
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/"(#) —/(«*) jest téhož znamení jako rozdíl x — x 1 , nikdy však 
nullou ; a hlesající, jsou-li oba rozdíly vždy různých znamení. 

Jest-li f(x) fnnkce stoupající v intervalln (a . . b), jest její 
dolní mez f(a) a horní f(b). 

Jest-li f{x) v intervallu (a ..V) spojitá a stoupající funkce, 
pak rovnice 

m = x 

definuje x jakožto funkci proměnné X v intervallu (A . . B), xnačí-li 
A, B hodnoty /(a), /(i); funkce ta, jež sluje inversní funkcí k f (x), 
jest v intervallu (A . . B) téí spojitá a stoupající. 

Věta platí též, mntatis mutandis, o spojité a klesající funkci. 

Dle 81. 42. existuje ku každému X, mezi /(<*) a f(b) polo- 
ženému, hodnota x v intervallu (a . . b~) činící f{x) = X ; a že 
taková hodnota x jest jediná, vychází ze supposice o stoupání, 
dle níž při x' "> x také f{x f ) ~> f(x). Tím jest tedy x definováno 
v intervallu (A . . B) jakožto funkce <p (X) proměnné X. 

Funkce <r (X) jest stoupající, neboť máme-li 
/Cr) = X, f(x>)=: X', 
čili 

xz=y(X), ď = <p(X% 

jest dle supposice podíl 

m-f{ď) 

X — X' 

vždy kladný; podíl ten ale možno psáti 
X - X' 

<r (X) - <p (X') ' 

a jsou tudíž rozdíly v čitateli a jmenovateli téhož znamení. 

Funkce q (X) jest ale též spojitá v intervallu (A . . B). 
Značí-li totiž e kladné číslo menší než b — a, a nabývá-lí x 
všech hodnot od a do b — e, tu jest rozdíl 

«*+■)—/« 

spojitou a kladnou funkcí, a to dle Či. 41. a vzhledem k okolnosti, 
Že f(x) jest funkcí stoupající; funkce ta má tedy dolní mez ij^ 0. 
Avšak ij nemůže býti 0, neboť spojitá funkce své meze dosahuje, 
a tedy by existovalo x Činící 

/(*+•) -f(x) = Čili f(sB + •) = /■(*). 
věc to nemožná; jest tedy i !> 0. 



Značí-li nyní x, x' dvě libovolné hodnoty intervallu (a . . 6) 
takové, ieí'-i>t, jest vzhledem k 

/(V) > /-(it + .) 
též 

/(«0 -/(*)>/<* + ')-/(*>, 
a tedy i 

Platí-li tedy pro dvě hodnoty a-, #' intervallu (a . . 6) ne- 
rovnost 

musí nutně 

l*'-*IŽ«, 
t. j. při 

|X'-X|<i? jest U(X')-9(X)|^f, 
Čímž dokázána spojitost funkce <j> (X) v intervallu (A . . B). 

45. Spojitost nekonečných řad, zvlášť mocninných. 

Konverguje-li řada, jejíž Členy jsou spojité ýunkee proměnné 

x v intervallu (a . . ft), stejnoměrně v tomto intervallu, jest součet 
její spojitou ýunkci proměnně x v intervallu (a ■ . b). 
Budiž 

VoM + ViOO + 9*0*0 + -- 
daná řada, o Členech <?„(«) spojitých v intervallu (a , . i), a sup- 
ponujme, že řada v tomto intervallu konverguje stejnoměrně; 
součet její označme F(x). 

Volme libovolně kladnou hodnotu t ; pak můžeme vytknouti 
index » takový, že zbytek R n (x) řady pro každé x intervallu jest 

číselně menší než -5-- 
Položíme-li 

S„ (*) = <p (x) + <p, (x) + . . + (?»_, (as), 
jest 

F(«) = 8.(*) + B.(*). 
Dle 61. 41. jest S a (x) funkce spojitá, a tedy existuje kladné 
ij takové, že 

|S.(j0 — S.(aOK-i- 



pro všecka x, x 4 intervallu hovící nerovnosti | x — x 4 | ■< r r 
Máme tedy za této supposice 

| F(x) - FCť) | = | S„0r) - S-C«0 + H«(*) ~ B-ftO I 
S I S.(*) - 8»(fť) | + | B.(*> I + I Rn(*") | <~ +-J- + T 
z čehož patrno, že F(:c) jest fnnkce spojitá v intervallu (a . . b). 
Racionálna celistvá funkce jest spojitá v každém intervallu. — 
Vezměme nejprve v úvahu pouhou mocninu 

f(x) = x", 
kde m značí celistvé kladné číslo ; zde 

f(x + h) - f{x) = (* + h)" - x", 
a rozvineme-li dle binomické věty, 
f{x+h)-f{x) = h( ■«— ' + m( 1 "'~ lj %— " A + . . + A— 'I 

Značí-Ii c kladné číslo větší než | a: | a také větší než | n \ , 
jest patrně 

| /(•+») /W|<|il(«tf-'+ *^ 1] c °-' + .. + c --A 

I /(* + *)-/(*) l< (2- -1) c— ' |A|. 

Platí tedy při libovolném kladném s nerovnost 

!/(* + *)-/(*) I<>, 
volíme-li 

jest tedy # m spojitou funkcí pro každé x, a tedy i v každém in- 
tervallu. 

Každá racionálna celistvá funkce jest součtem funkcí tvaru 
Ax a . a tedy sama spojitá (či. 41.). 

Racionálna lomená funkce jest spojitá v každém intervallu, 
neobsahujícím Manou z hodnot x, které annullují jmenovatel (žádný 
kořen jeho) ; jest totiž podílem dvou spojitých funkcí, a jmeno- 
vatel pro žádnou hodnotu intervallu nevymizí (81. 41.). 

Mocninná řada 

*V+ C i# + Os 3 ? + ■ • 
o konvergenčnim poloměru TI jest spojitá funkce proměnné x v každém 
intervallu (a , . i), obsaženém uvnitř intervallu ( — R . . + R). 
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Dle Či. 32. konverguje řada v intervallu {a . . b) stejnoměrné - ; 
Členy její jsoa spojité funkce v něm, a tedy jest i její součet 
spojitou funkcí proměnno x v tomto intervallu. 

Mimo větu uvedenou v Či. 31. sluší na tomto místě" uvésti 
ještě jinou větu Ábelovu*) o řadách mocninných; důkaz její se 
opírá o tuto pomocnou úvahu. 

Jsou-li v,, ť a , . . « B libovolné kladné neb záporné hodnoty 
v počtu «, a jest-li a hodnota menší než nejmenší ze součtů 

S, = v,, s a = v, + w g , . ., s a = «i + v a + . . + "„, 
A pak hodnota větší než největší z těchto součtů, a jsou-li ko- 
nečně «, > í a > . . > «„ kladné, klesající hodnoty, platí nerov- 
nosti 

f,a < i,©, + *,«„+.. + , B e„ < í, A. 

Součet uprostřed nerovností možno totiž napsati ve tvaru 

■ h8l + H (, n — *,)+.. + *>(*»- S-l) 
= %(«,-%) + * 3 (** -•») + -. + *—l (•»-! - •-) + *n« n . 

Poněvadž součinitele *, — e^, t a — í 3) . ., «„_i — «„, *n jsou 
vesměs kladné, tedy součet ten zmenšíme resp. zvětšíme, nahra- 
dime-li hodnoty s„ s 3 , . . s a hodnotou a resp. A, čímž hořejší 
nerovnosti vycházejí. Je-li tedy K kladné číslo, větší než největší 
z čísel 1 s, [ , 1 s.j j , . . I s a t a tudíž — K menší než nejmenší 
z čísel s,, s 3 , . ., s„, možno vzíti a = — K, A = K, 
čímž 

— s,K < *,«,+ . . + t a v B < s,K 
aneb 

I*,!), + . . -f f t>„ |<e,K. 
Nyní snadno plyne druhá věta Ábelova: 
Konveryuje-U mocninná řada 

(6) « -+- u,x + u 2 x* + . . 

pro x = a, a /ed# řafcé j»ři 1 sr | < | a | , ťt* ;esť limita součtu 
řady (6) jm-0 Um %-=a, při Černé x nabývá ovšem jen hodnot číselně 
menších neS a, součet řady 

(7) u a +u 1 a + u 3 a*+.. 

Značí-li a, {1 dvě hodnoty číselně menší než o, víme (či. 32.), 
že řada (6) konverguje v intervallu (a . . 0) stejnoměrně a abso- 

*) Abtl, Oeuvres complřtes, t. I, pag. 233. Sr. též J. Taantry, Introd. á la 
Théorie des fonctions ďune variable, pag. 170. 



lutně; avšak možno dokázati, že řada (6) konverguje stejnoměrně 
i v intervallu, jehož jednon krajní hodnotou jest samo Číslo a, 
druhou libovolná hodnota číselně menší než a. Patině stačí do- 
kázati stejnoměrnou konvergencí řady (6) v intervallu (0 . . o) 
při kladném a, aneb v intervallu (a . . 0) při záporném a. 

Za tím cílem budiž s libovolné kladné Číslo ; z konvergence 
řady (7) soudíme, Že existuje kladné celistvé p takové, že při 
« > p každý ze součtů 

s t = u a a°, 

s t = «„«" + »i + ,a' +l , 



s r+1 = j^a" + M n+1 a n+l -+-..+ Ua+r a u +" 
jest číselně menší než t, nechť jest v jakékoli. 

Značí-Ii x libovolné číslo intervallu (0 . . o), jsou hodnoty 



vesměs kladné (neb 0), klesající (neb stejné), menší (neb rovna- 
jící se) 1 ; béřeme-li je za hodnoty «,, („, . . é t+ i a i za hodnotu 
K v předeslané pomocné větě, máme nerovnost 

Uaan lř + Mn+1 ° n+1 !ř+i' + • ■ + l *»+* í, " + ' -^+r <-^r «- 
tedy platí 

I U a X° + M B+ , X n +' + . . + «n+» #»+' I < «, « > P, 

nechť jest x kterákoli hodnota intervallu (0 . . a), a * jakékoli. 
Tím ale dokázána stejnoměrná konvergence řady (6) v tomto 
intervallu; řada ta jest tedy dle 61. 45. spojitou funkcí proměnné 
z v tomto intervallu, a má tedy (či. 43.) tato funkce pro 
lim x = aza limitu součet řady (7), jak bylo dokázati. 



46. Řada dvojitá. 



s»> = o«v + o ( y + a'i' + • ■, 

(8) «™ = a<;> + o*! 1 + «<? + - ■, 



konvergující řady o kladných členech, a budiž 

(9) S = í<» + s< 2 > + s <S) + . - 

též konvergující řada; pak se přiblížíme hodnotě S s libovolnou 



-ne- 
přesností, jestliže sečteme součty, které obdržíme sečítánim 
prvních N členů řad s m , «<■' . . s (M> , jsou-li jen Čísla M a N 
dosti velká. 

Přibližná hodnota ta 

V = £&? + Ia<l> + .. + 2a<*> 
jest totiž menší než S o hodnotu 

S — V = I a™ + . . + i a< M > + s<*+» + s<«+« + . . 

N+l K+l 

Budiž *=:«' + t" libovolné kladné Číslo, a také (', i" kladná 
čísla. Z konvergence řady (9) vychází existence čísla M tako- 
vého, že 

jPi+D + s («+« + ..<('. 

Ustanovme nyní Čísla N,, N a , . . Nm taková, že 

i+íd * M i+Na M 

Í b« < -^-, 

věc možná vzhledem ke konvergenci řad (8). Je-li N největší 
z čísel Ni, . . Nm, máme ovšem také 

2 !D < _i_, . ., £ a W> <; -'_, 
i+H " M i+s ' M 

a tedy 

C TT*— Hf 

M 
jak bylo dokázati. 

P oněvadž S — V s rostoucími M a N klesá, můžeme říci, 
že se V hodnotí S přibližuje s libovolnou přesností, jakmile M 
a N jisté meze překročí. 

Avšak V možno psáti ve tvaru 

V = 27 <*<£> + Z 0<J> + . . + 2 <jí£> ; 
ft = i i i 

pro lim i = 0, máme lim M = », lim N= oo a lim V = S, 
čímž 

(10) S = i af + 1 <» + i o ( a U) + . ., 

t. j. S obdržíme, sčítáme-li elementy v obrazci (8) podle sloupců, 
a sečteme-li pak součty za sebou jdoucí. 



8-V"<M --m +*', t. j. S-Y- 
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Buďte nyni (8) řady o elementech libovolná označených, 
však absolutně konvergující, a označme ff*", «**>, . . sonety řad 
z absolutních hodnot elementů utvořených; konverguje-li řada 
ff (D _|_ 0*0 _|_ , .. platí opět výrok, že se V liSí od S o libovolně 
málo pro dosti velké M a N, a platí tedy opět rovnost (10). 

Neboť J S — V | jest patrně menší než korrespondující 
rozdíl utvořený z řad o* , a 91 , . ., a tedy bude libovolně malý 
pro dosti velké M a N. 

Mějme nyní speciálně řadu 

(11) s»> + s« + «"> + . ., 
jejíž Sieny jsou řady mocninné 

s<'>= e<J> + c<\>x + c™x* + . ., 

(12) s™ = cW + cyx+cMx< l + • -, 



a předpokládejme, Že tyto řady (12) konvergují všecky absolutně 
při x — a, kde o značí kladné číslo. Označme o*' 3 , o m . . součty 
absolutních obnosů členů při x = a, tedy 

<x<» = | eíJM + | c<I> |o+| c ( J» | o' + . ., 
«w =s | «(•> | + I «(« I o + ! c^> | o' + . ., 



Jestliže řada o kladných členech 

^n _|_ a m _|_ ff (3) 4. , . 

konverguje, konverguje řada (11) v intervallu ( — a . . a) patrně 
stejnoměrně a definuje v něm spojitou funkci F(«). 

Dle předchozí věty se součet (11) rovná součtu, který obdr- 
žíme, sečítáme-li v (12) elementy nejprve dle sloupců, a nápotom 
vzniklé součty, t, j. platí rovnice*) 

F(aO = A. + A,x + A&*+ . ., ~aíLx<,a, 
kde 

A.= cf;>-j-c«>+ C *>+ . ., m = 0, 1, 2, . ., 
jsou ovšem řady konvergující. 

Věta trvá patrně v platnosti i tehdy, kdy řady jsou ko- 
nečné, t. j. polynomy, tedy vždy konvergující; stačf v nich za 
další členy vzíti 0. 

*) Sr. Cauchy, Analyse algébrique, Notě VII; Weierslrass, Abh. aus der 
Functionenlehre, pag. 236, Tannery, ]. c. pag. 178. 



104 ■ 



47. Geometrické znázornění funkce. 
Funkci f(x) definovanou v intervallu (a . . b) znázorníme 
tím způsobem, že si vytkneme dvě osy souřadné Ox a Oy (obr. 1.) 
a že sestrojíme úsečku OP, jejíž měrné Číslo jest a:, a pořadnici PM, 
jejíž měrné číbIo jest fix). Nabývá-li x všech hodnot od a = OA, 
do b = OB, naplní bod P přímku AB, a bod M jistý geometrický 
útvar CD, znázorňující funkční hodnoty f(x)*). 

Jest-li funkce ý(x) v inter- 
vallu (a . . b) spojitá, a buď stále 
rostoucí neb stále klesající, jest 
geometrický útvar ten čára z bodu 
C do bodu D vedoucí, t. j. od libo- 
volného bodu M tohoto útvaru 
se v libovolné vzdálenosti 8 menší 
než MC i než MD, nalézá určitý 
počet"), zde dva body M', M" 
útvaru, a všecky body útvaru 
mezi M a M', jakož i mezi M a M" mají od M vzdálenost menší než Ě. 
Značí-li totiž OP' = x', P'M' = f(x') souřadnice libovolného 
bodu útvaru, jest jeho vzdálenost od M 




Obr. 1. 



9(*) = V{*~*y + ÍfW-fWf\ 
tento výraz jest spojitou funkcí proměnné x' (či. 52.) a rostoucí 
s | x' — x | , je-li f(x) stále rostoucí neb ubývající. Nabude tedy 
<j>(x') každé hodnoty tf, nepřesahující větší z čísel tp (a), <r(6), 
jednou pro určitou hodnotu x'—x-\-h a jednou pro určitou 
hodnotu x' = x — k; pro hodnoty x' = x + -Oh a x' = x — Sk, 
kde # jest mezi a 1, nabývá f(x') patrně hodnot menších než d, 
Naopak jest každou spojitou čarou CD, kterou rovnoběžka 
s oson Oy protíná vždy jen v jednom bodě, vytčena spojitá 
funkce f(x), totiž pořadnice MP jakožto funkce úsečky OP ; pak 
možno totiž MM' učiniti libovolně malou délkou, a tedy i 

M'Q < MM', t. j. rozdil /(V) — f(x) 
možno učiniti číselně libovolně malým, volíme-Ii | x' — x | dosti malé. 

*) V krásné knize; Genocchi-reane, Differentialrechnuug und Gnmdzúge 
der Integralrechnung, deutsch v. G. Bohlraánn u. A. Schepp, se na str. 17. útvar 
ten nazývá čarou, avšak výslovně se podotýká, že takové čáře obecně nelze při- 
pisovati vlastnosti Ěar, s nimiž obyčejné operujeme, a že ovšem bj bylo nesprávné', 
chtíti se o tyto vlastnosti opírati za účelem odvození vlastnosti funkci. 

**) Sr. Bohano, Die drey Probléme der Rectification, der Complanation und 
Cubirung etc, Leipzig, 1817, § 11. 



— 106 — 

48. Spojitost funkce dvou neb více proměnných. 

Funkce f{x, y) dvou proměnných jest definována v jistém 
oboru, známe-li její hodnotu pro všecky hodnoty x, y tohoto 
oboru. 

O funkci f(x, y) pravíme, že jest spojitá pro hodnoty č. 
pro bod x, y (či. 37.), existují-li ku každému kladnému t dvě 
kladná čísla tj, ti, taková, že pro každé dvě hodnoty x', y' ho- 
vící nerovnostem 

| x' — x |< % | y' — y | < tjy 
platí nerovnost 

I «*', »') - /(», V) I < '• 

O funkci f(x, y) pravíme, že jest spojitá v jistém oboru, 
možno-li tento obor rozděliti na konečný počet parciálných 
oborů takových, že pro každé dvě soustavy hodnot x, y a x',y 
náležející do téhož parciálného oboru, platí poslední nerovnost, 
při čemž * značí jakkoli malé kladné číslo. Funkce spojitá v ji- 
stém oboru jest patrně spojitá v každém bodě x, y tohoto oboru. 

Analogicky k úvaze článku 40. možno dokázati větu : Je-li 
/"(#, y) funkce spojitá v každém bodě jistého oboru, jest i funkcí 
spojitou v tomto oboru. 

Obdobně jako v či. 41. soudíme, že součet, rozdíl a souČiu 
spojitých funkcí dvou proměnných jest opět funkcí spojitou, a 
taktéž i podíl pro hodnoty x, y, které neannullují dělitele. Ob- 
dobné definice a věty platí pro funkce více proměnných"). 

Funkci f(x, y) dvou proměnných možno snadno geome- 
tricky znázorniti plochou. Veďme libovolným bodem O tři na* 
vzájein kolmé osy Ox, Oy, Oz a nanesme proměnné x, y jakožto 
pravoúhlé souřadnice jistého bodu P v rovině Oxy; příslušnou 
hodnotu f(x, y) = z nanesme na přímku bodem P roznoběžně 
k ose Os vedenou, tak že ? = PM, nanášejíce ovšem kladné 
hodnoty z ve smyslu kladné osy Oz, záporné ve smyslu opač- 
ném. Souhrn bodů M, tímto způsobem získaných, znázorňuje 
funkci f(x, y); je-li tato funkce spojitá, naplní body M také 
spojitou plochu, zobrazující onu funkci. 

49. Komplexní proměnné a fnnkce. 

Komplexní hodnota z = x + iy se nazývá proměnnou, 
jsou-li x neb y neb obě tyto reálné hodnoty proměnnými. 



*) Sr. Gtnocchi-PtaHo, 1. c. kap. IV., kde odvozeny také věty o horní a 
dolní mezi funkce vine proměnných. 
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Hodnota Z — X + i Y závislá na z sluje funkcí komplexní 
promíjíme z a značí se f(z) ; jsou tedy X a Y obecně pak funkce- 
dvou reálných proměnných x, y. 

Funkce f(z) sluje spojitou pro hodnotu z čili v bodě z, t. j. 
v bodě o souřadnicích x, y (či. 15.). platí- li pro libovolné 
kladné t 

] /'09 - m | < * 
pro všecka z' hovící nerovnosti | *' — « | < ?, kde >? jest kladná. 
hodnota, závislá ovšem na «. 



r = *+**, /(*') = X'+iY' 
máme tedy 

KCX' - X)' + (T' - ÝJ* < . při l/ď -*)• + (*•-»)» < , 
a tedy i 

[X'-X|<i, | Y'- Y|<. 

při l^-.Kji. ly-jrKpL 

a naopak, t. j. /(#) jest spojitá pro hodnotu z, jsou-li X a Y 
spojité funkce pro hodnoty ar, y. 

Jest-li funkce f(z) komplexní proměnné z spojitá ve vSech 
bodech z jistého oboru, jest i spojitá v tomto oboru, t. j. k libo- 
volnému kladnému i existuje kladné y takové, že platí nerov- 
nost l/OO — /O) | < « pro každé dvě hodnoty e, z' oboru ho- 
vící nerovnosti \ z' — z | ■< ij. Dle 61. 47. jsou pak X a Y spo- 
jité v daném oboru, a tedy existuje kladné i/' takové, že při 

I** — *|<V, \y--y\<tf platí |X'-X|<p=i 



stačí vzíti t, = y |/2 , aby platilo |/(X* — X) a + (Y' — Y) a O 
při l/(a;' — a;) 3 + (y' — y) 1 < 17, jak bylo dokázati. 

Součet, součin a podíl dvou funkcí komplexní proměnné s 
spojitých jest opět funkce spojitá; při podílu nesmí ovšem jme- 
novatel pro uvažovanou hodnotu s vymizeti. Vskutku, jsou-li 
f{z) = X + ÍY, /,0O = X, + ťY, 



dané funkce, spojité pro hodnotu e =: x + ty, mánie (či. 16.) 
/W + /(*,) = X + X, + ť(Y + Y,), 
/(#)/(*,) = XX, - YY, + ť(XY, + YX,), 
f{e) __ XX, + YY, . YX, — XY, 

/,(«) — X 1 «+Y 1 « + ' X,«+Y, a ' 

a jsou tedy jak reálné Části, tak koefficienty při i na pravé 
straně spojité funkce proměnných x, y (SI. 47.), při čemž v po- 
slední rovnici X, a + Y, s ovšem nesmi vymizeti, t j. nesmí hýti 
X, = 0, Y, = 0, t. j. nesmí býti /",(*) nullou. 

50. Funkce exponeneiálná. 

Elementárné funkce, tvořící hlavně početní materiál v ana- 
lysi, jsou funkce racionálně, obecněji algebraické, exponeneiálná 
a její inversní logarithmická, funkce goniometrické a jich in- 
versní t. cyklometrické. 

K definici a spojitosti funkcí racionálných bylo již při- 
hlédnuto : bližší prozkoumání obecných funkcí algebraických by 
vymáhalo zvláštního, obšírného studia, pročež se omezíme na 
speciálně funkce algebraické, s nimiž se průběhem těchto úvah 
setkáme, přihlédneme však ihned k funkcím exponenciálně a tri- 
gonometrickým a k jich inversním. 

Funkci exponenciálnou a' definujeme pro reálný argument 
x následujícím způsobem : 

Znaěí-li a Číslo kladné různě od 1, racionálně neb irracionálné, 
má y = a 1 při každém celistvém x určitou hodnotu ; při kladném 
celistvém x jest to součin x součinitelů a, při záporném celist- 
vém x = — x? jest to ex definitione 1 : a*'. 

Při každém racionálnem kladném x = — má y = a a = \Za m 
jednu kladnou hodnotu (či. 15.), a tu označíme jakožto hodnotu 
funkce y = a* ; při racionálnem záporném x = klademe 

y = 1 : a", a máme opět pro y jednu a s. kladnou hodnotu. 

Jest-li konečně x číslo irracionálné, utvořme posloupnost 
racionálných hodnot 

(13) x t , Xa, iC 3 , . . 

konvergující k x a udělme funkci a' hodnotu, k níž konverguje 



posloupnost 

(14) o-., „«., «■■, . .; 

Že tato posloupnost konverguje, a že konverguje k hodnotě zá- 
visle pouze na x, ihned ukážeme. 

K tomu čili ukažme, že lim o* = 1 pro případ, že se 
racionálné x blíží nulit-. — Budiž nejprve a > 1, dále b libo- 
volně malé kladné číslo a konečně značiž m kladné celistvé 
číslo. Nerovnost 

(15J a^ < 1 + * 

bude vyplněna, možno-li m tak voliti, aby (1 + í) m :> a. Avšak 

dle věty binomické máme 

(1 + ,)-= 1 + *. + OT( ™~ 1} « a +.•+«-, 
kde na právo všecky sčítance jsou kladné, pročež 

(i +*r> i + mt. 

Nerovnost (15) bude tedy vyplněna, volíme-li m takové, aby 
1 + mi ^ a, tn^. — 

Při < x ^ - — - jest tedy o x ^ a™ < 1 -}- í a zároveň a 1 !> 1 , 

jelikož možno a* sevříti mezi a" a a", t. j. \/a a \/a, jež obě 
jsou větší než 1, volíme-li jen — -Cx. 

Jest tedy pro dosti malé kladné x rozdíl a x — 1 kladný 
a ■< *, t. j. lim a' = 1 pro lim a = 0. 

Při záporném x = — y blížícím se nulle, jest o 1 = 1 : « ř , 
a tedy (81. 43.) opět lim a' = 1 : lim a» = 1 : 1 = 1. 

Budiž, za druhé, <Z a < 1 ; učiníce — = b, jest b > 1, 
zároveň a 1 = b~" a tedy opět lim a* = 1 pro lim # = 0. 

Mějme nyní irracionálné #, a budiž (13) posloupnost stou- 
pající, jež má x za limitu. Poněvadž při a > 1 pro racionálné 
x„ % při £, < x a platí d*i <; a T », jest i (14) posloupnost stou- 
pající, a její členy jsou vesměs menši než o 1 ', zliačí-li x' racio- 
nálné číslo větší než x a tedy i větší než každý člen v (13); dle 
81. 13. jest tedy i posloupnost (14) konvergující a má jistou li- 
mitu, kterou označíme ti*. 



klesající posloupnost racionálných čísel o limitě x, plyne ob- 
dobně konvergence posloupnosti 



a limita její jest opět a" ; neboť rozdíl 

o«'d — a 1 " — a"n (b*'»-*b — 1) 

se vzhledem k lim (x" a — x B ) = stává číselně libovolně malým. 

Zcela obdobně bychom soudili v případě 0<»<1. 

Tím jest exponenciálná funkce «" definována pro každé 
reálné x. 

Obyčejně jest základ o > 1, a pak také při irracionálnýcb 
x, a:'pro x <: x' platí a*<.a*', t. j. funkce exponenciálná roste 
pak s argumentem ; možno totiž racionálna x" tak voliti, že 
platí x <: x" < x\ a x definovati rostoucí posloupností racionál- 
ných čísel (13), x" pak rostoucí posloupností racionálných čísel 
^n ^ai • • vesměs větších než x'\ a tedy větších než každý člen 
posloupnosti (13), z čehož nerovnost lim a 1 " < lim «"'■, t. j. a* < o*' 
patrná. 

51. Vlastnosti funkce exponenciálně. 

Funkce o 1 , nabývající jen kladných hodnot, jest spojitá pro 
každé x a tedy i v každém intervallu. 

Jest totiž 

a'- a' =:&(*•-*- 1\ 
a tedy 

| a*' — ař | = a* | o" -* — 1 \ <, t, 

kde * značí libovolné kladné číslo, plati-li 
| o*-«- 1|<*«-, 
Čehož dle předchozího článku docílíme, volíme-li rozdíl x' — x 
číselně dosti malým. 

Hodnotu funkce a* pro x = definujeme = 1, aby funkce 
i pro x = byla spojitá ; neboť to vymáhá (Či. 43.), aby pro 
lim J" = platila rovnost lim a* = a" t. j. 1 = o". 

Dle Či. 41. jest i o* (I> spojitou funkcí proměnné x, značí-li 
<p (x) spojitou funkci této proměnné. 
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Funkce o" jeBt při o ;> 1 v každém intervallu rostoucí a s. 
roste s x nad každé kladné Číslo A, t.j.limíí* = ooprolim;c = oo. 
Položme 4=l + i8 máme pro celistvé kladné m 

A — 1 
o" = (1 f O™ > A při t» > 

Pro lim # = — oc jest lim «"= 0, neboť klademe-li x — — «, 
jest o*= 1 : a", a pro lim w = <» máme lim a* = 0. 

Při a < 1 se mají věci opačně ; patrně pak lim a' = pro 
lim x == oo, a lim a* = oo pro lim x = — oc. 

Exponenciálná funkce o 1 hoví funkcionálně rovnici 
a* a" = a I+x . 

Pro racionálně x a x' se tato rovnost dokazuje v elemen- 
tech algebry; při irracionálných x a x" stačí je definovati po- 
sloupností racionálných veličin x a resp. a^ n a pak z rovností 
a 1 = lim a"«, a*' = ]jni a*» 

■dle 21. 43. a dle definice exponenciálně funkce souditi 

lim a*n . Um «■'» = lim (a x n . « T '") = lim o*n + "n = o Hn, (*n + «<n), 

t j. 

a 1 ar =r o x+x . 
Z ní snadno vychází pro každé x & p 

{a I Y = at". . 
Rovnice ona jest charakteristickou pro funkci exponenci- 
álnou, jakož v či. 56. ukážeme ; t. j. každá spojitá funkce f(x) 
neobmezené proměnné x, která hoví rovnici 
f(x + x') = f{x)f{x'\ 
jest funkcí exponenciálnou, totiž f(x) = o 1 , kde a značí nějakou 
kladnou hodnotu. 

52. Funkce logaritbmická. 

Inversní funkce k funkci exponenciálně sluje funkcí log- 
arithmickou, t. j. je-li a I =|, nazýváme x logarithmem čísla f 
pro základ (basis) o a píšeme x = log, š- Základ a jest ovšem 
kladné číslo ^l,as, se bére o > 1. Roste-li pak x od — oo do 
■4- oo, roste 5 spojitě od do + oo a nabývá tedy každé kladné 
hodnoty jednou a jen jednon; ku každému kladnému číslu £ ná- 
leží tedy jeden logaritninus, a týž jest dle ČI. 44. spojitou funkcí 
proměnné £ v intervallu (0 . . oo). 
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Vzhledem k a" = 1 jest log. 1 = 0, a tedy při | > 1 jest 
log ; >■ 0, a při ? < 1 jest log % < 0. Logarithmua základu jest 
ovšem 1. 

Pro logarithmus součinu a podílu máme formule 

log (fijr) = log 5 + log % log -— i = logf — log r, 

klademe-li totiž 

log f = x, log *i = y. 
platí 

s 
ř = flF, f; = o*. i;ij = o ,+ *, — = a x ~'. 

a tedy 

log (?•?) = a + y, log -j*- = a: — y, 

jak bylo dokázati. 

Obdobně vychází, že při celistvém kladném m 

log (£-) = m log 5, log \/\ — — log q, 
a obecněji při racionálnem exponentu 

log/| r ) = -^-log5, log(r»J=log-g-=— log|» 

je-li a číslo irracionálné, stanovené posloupností racionálných 
čísel Oj, « a , «a, . ., máme vzhledem k spojitosti funkce exponen- 
ciálně 

I" = lim £"», 

a vzhledem k spojitosti funkce logarithmické 

log 5" = lim log T" = lim (« B log g ) = lim n„ . log Ě = « log |. 

Logarithmy všech kladných čísel vzaté vzhledem k základu a 
tvoří soustavu logarithmickou o tomto základu. Logarithmy 
dvou soustav o základech a, b mají stálý poměr; máme-li totiž 

log. I = x, logb I = y, 
znamená to, Že 

g— o", £ = &*, tedy o'=fc'. 
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Vezineme-li logarithmy těchto dvou stejných čísel, jednou 
v soustavě o basi a, jednou v soustavě o základě b, obdržíme 

x = y log. b, x logb a = y, 
a tedy 

t. j. podíl 

Iog h f B logh a 

jest stálý, nezávislý na čísle 5. Znajíce tedy logarithmy čísel 
v soustavě a, obdržíme jich logarithmy v soustavě 6, násobíme-li 

je stálým faktorem logb a čili : r* 

Soustav logarithmických jest ovšem možných nekonečné 
množství; z nich jsou však v užívání zvláště dvě: soustava 
logarithmů přirozených či Neperových o základě 

e = lim (l + —| i 

a soustava logarithmů dekadických č. Briggových Č. obecných 
o základě 10. Přirozený logarithmus Čísla | označíme log 5, 
umělý, t. j. vzatý k jinému základu než e, označíme Log £. 

Jest-li <p (x) spojitá funkce proměnné x, nabývající pouze 
kladných hodnot, jest dle Či. 41. také log tp(%) spojitou funkcí 
proměnné x. 

Funkce y = u T , kde w a v jsou spojité funkce proměnné x 
v jistém intervallu a mimo to w jest stále kladnou v tomto in- 
tervallu, jest též spojitou funkcí proměnné x\ neboť vzhledem 
k « = e ,0 « o jest 

y = <->?-, 
a exponent v log « jest spojitou funkcí. 

Jakožto speciálný případ máme při stálém v = m funkci 
mocninnou 

y = «"; 
ta jest tedy spojitá pří spojitém «, nechť jest m jakékoli číslo 

reálné, kladné nebo záporné. N. p. |/<p(*), kde q> (a) značí racio- 
nálnon celistvou funkci, jest funkcí spojitou pro všecky x při 
lichém n, a pro všecky x činící tp(x) >0 při sudém «. 



N. p. y = a* w , kde a "> a <p (x) značí opět celistvou racio- 
nálnou funkci, jest spojitá v každém intervallu. 

Funkce y = a'-"-> kde a !> 0, jest spojitá v každém inter- 
vallu neobsahujícím hodnotu c, pro niž se exponent stává ne- 
spojitým, a jest nespojitá pro x = C; skutečně pro x= c + h 

máme y = a h a hodnota a h pro lim h = se blíží sice 0, 

ale hodnota e K roste nad každé číslo. 

Jest-li q>(x) pro jisté x nespojitá, může y = a* (,) , a > 0, 
býti pro tuto hodnotu x nespojitou ale i spojitou funkcí; 
první případ doložen předchozím příkladem, druhý doložíme 
funkcí 

y = e~ 5T , 

kladouce y = pro .r = 0. Zde ff pro a: = jest nespojitá 

funkce, nechť si jí připíšeme jakoukoli hodnotu pro a:=0 (sr. 
ČI. 39.). a přece jest y funkce spojitá; neboť pro x ss + h jest 

y = e - bl a tedy lim y = při lim & = 0. 

Funkce n. p. y = — f — - — jest spojitá pro všecka x ^ 0, 
eT+1 
neboť pro ně. jest jak Čitatel tak jmenovatel spojitý, a tento 

různý od 0. Blíží-li se x nulle hodnotami kladnými, roste e' 
nad každé číslo a tedy jest pak 

,. ,. -+-Á- 

lim y = lim t— = a ; 

blíží-li se ale x nulle hodnotami zápornými x = — x„ tu se 

e 1 = e~~*i blíží nulle a máme lim y — b. Jest tedy y pro x = 
nespojitou funkcí. 

53. Číslo e, funkce exponenciálná ve tvaru limity. 

Uvažujme limitu 



lim (l + — V 



nejprve pro případ, že mi nabývá jen celistvých kladných hodnot. 
Pak dle věty binomické 

\ ^ •/ ~ 1 » T 1.2 w« ^ ' ^ »■ 

Budiž » celistvé kladné Číslo menší než m, a R B součet členů 
na pravé straně, které jdou za » + 1-níin, tedy provedouce 
divise 



1.2.3 
( 1 _J_)(,_i_)..( 1 _i-I 



1 .2.3 . . n 

2 \ /, »— 1 



+ K„ 



i)( 



I w , V m/V m / , 

L«+l + (« + l) (» + 2) ~ ť ' J 

obsahuje ve velké závorce m — n Členů, patrně menších než resp. 
členy geometrické řady 

» + 1 + <» + o- + (» + 1)- + 

jejíž součet, j»ostupuje-li řada do nekonečna, jest 



• + ' i !_' 

»+i 



Máme tedy značíce literou & jistou hodnotu mezi a 1, 

(!_ -L) (i_L).. (i _i=i) , • 

u— 1.2.3. .« '«" 

Volme za n pevné číslo a necbine m růsti do nekonečna; pak 

„'i" 1 .! 1 + v)"= ! + T + -ÍT! + t4.T + ' ' 



lim K n : 



1 .2.3..« 



značí li #' limitu hodnoty #; ovšeni platí •<#'■< 1. Volíiue-]i n 
dosti velké, jest lim R„ libovolně malé a tedy se součet s B prv- 
ních n členů konvergentní řady (či. 25.) 

2 +.T L 2+Tr2^+-- + ir+-- 

přibližuje k lim II H 1 s libovolnou přesností, t, j. 

06 jest součet s a menší než e, lze odhadnouti, píšeme-li 

-' + Ť + 0+-+Í + P 0<*'<l i 

tím nalezeno e = 2-718 281 828 459 045 .. . 

Nechť roste nyní m do nekonečna, nabývajíc jinak libo- 
volných kladných hodnot a budiž n + I celistvé číslo bezpro- 
středné vetší než m, tedy /t ^ m <. /* -4- 1 ; pak 

íili 

Pro lim n = ae jest limita levé strany patrně e, a taktéž 
pravého výrazu ; jest tedy také lim j 1 -\ 1 = e. 

Nechť konečně lim m = — <x ; učiníme-li n» = — f<, bude 
lim fi = » a píšeme-li 

( 1+ i)-4-ir=e^r=Mr)' 

máme opět 



Má tedy (l + — j pro lim m = + « za limitu číslo e. 

Číslo e jest irracionáiné, o Čemž, jakož i o irracionálnosti 
hodnoty e* při racionálnem x a hodnoty n podal prvni důkaz. 
Lamhert. Následující jednoduchý důkaz pochází od Fouriera. 

Kdyhy bylo e racionálné, tedy e = — , kde r, s jsou ne- 
soudělná čísla celistvá, tu pišme rovnost se = r ve tvaru 

1 . 2 . 3 . . (s — 1) . se r= 1 . 2 . 3 . . (* — 1) . r 
čili 

1.2.3.. S (l + 4- + T i T + T -A-3 + ..) 
= 1 . 2 . . (* — 1) . r. 
Vynásobíme-li v levo, zruší se zlomky až do s-ho a máme, 
značíce literou p celistvé číslo, 

>t,-Ťi+ ( , + i)' ( , + i) -+-=''»- i -ť-')-'-- 

Nazveme-Ii součet nekonečné řady, za p následující, stručně B, 
máme patrně 

R <- s Tr + F+í? + TíTi> 5+ ' '' 
t. j. 

s s 

kde & značí hodnotu mezi a 1 ; a tedy 

p + -^ = 1.2 . .(.-l).r, 

z čehož by šlo, že — jest rozdílem dvou celistvých Čísel, tedy 

neb číslo celistvé, věc patrně nemožná. Jest tedy e irracio- 
náiné. 

Funkci exponenciálnou e 1 možno vyjádřiti jakožto limitu formuli 

e*=Um/l + — V"- 

Položme — =: /*, tedy při lim m '= + « jest lim // = + <x 
při x ■> a lim fi = + ae při a < 0. Nyní 



a tedy, vzhledem k spojitosti funkce mocninné, 

Iira / 1 + £r-r lim / 1+ j_YT= 



54. Funkce goniometrické. 

Kolem počátku O pravoúhlých os souřadných Ox, Oy opišme 
kružnici o poloměru 1 ; ji protniž kladná osa x v bodě A. 
Značme u délku oblouku AM 
vzatou kladně, setká-li se bod 
probíhající kružnici ve směru 
tohoto oblouku, nejprve s klad- 
nou osou y a nápotom se zá- 
pornou, a záporně, setká-li se 
nejprve se zápornou a pak 
s kladnou osou y. Souřadnice 
x, y bodu M jsou pak funkce 
oblouku «, jímž měříme stře- 
dový úhel AOM, definované pro 
každé reálné u, a jež se značí 




Funkce ty nabývají pouze hodnot intervallu (— 1 - . + 1) ; 
vzhledem k *■ + y fl = ] platí pro každé « relace 
cos 3 m + sin* w = 1- 

Fnukce cos «, sin m jsou spojité pro každé u; přejde-li m 
do hodnoty « + h = OM', jsou přírůsty souřadnic x a y patrně 
menší než tětiva MM', a tedy i menší než oblouk MM' = | k | , 
a tedy libovolně malé pro dosti malé | h | , 

Poněvadž délka celé kružnice jest 2», značí-li n Ludolfovo 
Číslo, přísluší obloukům č. úhlům m a w + 2« týž koncový bod 
M a tedy i tytéž hodnoty x, y, t. j. pro každé » platí relace 

cos (m + 2w) = cos w, siu (« + 2«) = sin u ; 
jsou tedy funkce sin « a cos « periodické a mají periodu 1n. 

Zároveň patrno, že oblouky « a — w stanoví dva koncové 
body symmetricky položené k ose x, mající tedy touž úsečku, 
a pořadnice různící se pouze znamením ; platí tedy 
cos — « = cos u, sin — « = — sin «. 



Ostatní funkce goniometrické se definují rovnicemi 

sin u cos w 1 1 

g cos « ' sin « 1 cos » ' sin m * 

jež ukazují, že jsou i tyto funkce spojité pro všecky hodnoty 
proměnné w vyjma ony, pro něž jmenovatel vymizí; pro tg« a 
sec u jsou vyjmuty hodnoty « annullující cos w, t. j. hodnoty 

M= ±-r±2i», (Jt = 0, 1, 2, . .)> a pro cotg « a cosec « hod- 
noty annullující sin m, t. j. hodnoty « = + kn, (6 = 0,1,2, . .)• 
V trigonometrii se z této geometrické definice funkcí gonio- 
metrických odvozuje řada důležitých formulí, jako n. p. formule 
vyjadřující sin (w -|- v ), cos (u + v), a p goniometrickými funk- 
cemi argumentů « a v; formule ty pokládáme ovšem za známé. 

Pro pozdější úvahy jest záhodno znáti lim pro pří- 
pad, že m konverguje knulle. Budiž tedy (obr. 2.) wmalý oblouk 
AM a budiž M" bod kružnice souměrný k hodu M vzhledem k ose 
x; pak patrně MM" = 2 sin v. Protne-li terna v bodě M sestro- 
jená osu x v bodě T a tětiva MM" touž osu v bodě P, jest 
trojúhelník OPM podobný trojúhelníku OMT a tedy 

MP : OP = TM : OM 

čili 

sin u : eos w = TM : 1, 

a tedy TM = tg u. Z planimetrie však jest známo, že 

MM" < oblouk MM" < MT + TM", 
čili 

2 sin « <: 2 « <. 2 tg «, 

aneb dělivše hodnotou 2 sin u, 

!<_»__ <_í_. 
sin u cos « 

Blíží-lise w nulle, jest — ; stále mezi 1 a hodnotou :> 

' J sin m cos m 

jejíž limita pro lim u = jest patrně také 1, z čehož sou- 
díme, Že 

sin « , ,. _ 

= 1 pro lim « = 0. 

« 

áponiými w = — u'. máme 



lim - 


sin 


» — 


I a tedy 


také 




Blíží-li s 


e u mi Ho 


hodu 


opět 




lim 


sin u ,. sh 
= lim — 



55. Funkce cyklometrické. 

Tímto názvem se označují funkce inversní k funkcím gonio- 
metrickým. 

Roste-li « od s- do -g-> roste y = sin « spojitě od — 1 

do 1 ; jest tedy (SI. 44.) « spojitou a rostoucí funkcí proměnné 
y v intervallu (— 1 . . 1), a tuto funkci označujeme are sin y. 
Rovnost ■ 

are sin y = w, — 1 S y ^ 1 , 
jest tudíž aequivalentní dvěma výrokům 

» = rin«, -{Ž"žf 

Z této definice iLned vychází, Že 

are sin — y = — are sin y, 

are sin = 0, are sin 1 = — i are sin í-^j- = — > atd. ; 

a dále jest patrno, že všecky hodnoty w, jichž sinus jest y, 
jsou dány výrazy 

u = are sin y + 2ft«, u = « — are sin y + 2kx, (k =; 0, 1 , 2, . .). 

Roste-li i* od do w, ubývá x = cos « spojitě od 1 do — 1 ; 
jest tedy w spojitou a klesající funkcí proměnné x v intervallu 
( — 1 . . 1), a funkci tu označujeme are cos x. Rovnost 

are cos x = u, — 1 ^x ^ 1 
jest tedy aequivalentní s dvěma výroky: 

X = COS M, < U *!=L a. 

Z této definice jest patrné, že platí 

are cos — x == » — are cos x, 

n n a 1 « 

are cos 1 = 0, are cos = -ň-, are cos —j- = -«-i 

1 « ., 

are cos — ;=: = -r-i atd. 
|/2 * 

Veškeré hodnoty m, jichž cosinus jest #, jsou dány výrazy 
u =. are cos x + 2ft», u = — are cos x + Vlka, (k = 0, 1, 2, . .). 



Roste-li m od s - do -=-i roste 2 = tg w od — ac do + °° 

spojitě ; jest tedy w spojitá a rostoucí funkce proměnné z v iu- 
tervallu ( — oe . . ao), a funkci tu označujeme are tg s. Rovnost 

are tg jí = u 

jest tedy aequivalentní rovnostem 

2 = tg m, — - ~ ^ w ^ -ý. 

Patrně platí 

are tg - * = — are tg s, 

are tg = 0, are tg 1 = -7-1 are tg o° = — , atd. 

Obdobně značí are cotg z t argument w, obsažený v mezích 
a «, jehož cotg jest z, ; roste-li totiž m od do », ubývá 
funkci 2, = cotg « spojitě od x do — «-, a jest tedy « spojitou 
a stále ubývající funkcí proměnné z, v intervallu (— oe . . + 00). 
Výrok 

are cotg s, = « 

jest tudíž aequivalentní dvěma výrokům 

2, = COtg «, íá M ^ «. 

Patrně 

are cotg — z, = w — are cotg 2,, 

are cotg = -^-1 are cotg 1 = — , are cotg — 1 = n j-> 

are cotg 00 = 0, are cotg - » = », atd. 

Dále jest patrné, Že výrazy are tg z + 2kn, are tg z + a + Ikn 
podávají všecky argumenty, jichž tg jest z, a výrazy are cotg 
z t + 2£w, are cotg z, + » + Ihn všecky argumenty o cotangentě 2, . 

Právě definované funkce cyklometrické hoví relacím 

are sin x -j- are cos a: = -^-> 

are tg x + are cotg z = -=-■ 
Budiž 
are sin x — w, t- j. sin w = ar, =- Ě M ^ "o - ' 
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a poznamenejme, že 

(16) cos l-ji m I = sin u = x. 



Je-li ti >■ 0, jest i -= — « v mezích o a -^-> a tedy vzhledem 
k (16) 

-= « = are cos x, t. j. -=- = are sin x + are eos x; 

je-li ale «<T0, jest -^ w v mezích -=- a «, a tedy plynou vzhle- 
dem k (16) opět tyto dvě rovnosti. Obdobně platf druhá relace. 

56 Součet dvou cyklometrických funkci. 

Součet neb rozdíl dvou cyklometrických funkcí téhož druhu 
možno vyjádřiti jako cyklometrickou funkci argumentu, slože- 
ného algebraicky z argumentů daných funkcí. 

Máme-li n. p. dva kladné are siu : 

are sin x = a ;> 0, a tedy < « < -^-j 

are sin y = *> 0, a tedy < č < -=-» 

tu 

sin a = a - , eos « = |/l — x 2 , 

sin jí = y, eos = |/l — y\ 
a tedy 
(17) siu (« + 0) =« |/ 1 - y" + |/ 1/ l~i" ; 

formuli tu však nemůžeme přímo obrátiti, dokud nevíme, v jakých 
mezích jest součet a + £. 
Vypočteme- li však 

cos (« + /?) = J/l — x* Vl—y*— xy t 
možno ihned psáti 

« -f 1? = are cos (|/ 1 — x* {/ 1 — i/ a — #*/), 

t- j- ___ 

are sin x + are sin y = are cos (|/ 1 — x 3 [/ \ — y* — xy), ■ 
poněvadž < a + <: n. 

Je-li « + /? < -Í-, jest cos (a + (9) > 0, a při re + > -J 



jest cos (<* + /*) < 0, a naopak ; píšeine-li 

(1— s«) (1- y")- 



cos (« + fl = 



|/ 1 - *■ |/1— ? 9 + *íí 

l — (*' + y') 



K(i-^ a ) (i — y") + «p 

vidime, že při 1 > a; a + y a jest « + P < ~ň' aže pak^O?) plyna 



a + /? = are sin (x \/ 1 — y 1 + y |/ 1 — a>" ) ; 
a že při 1 ■< x* + y a jest « -J- /í > -^-í a tedy a + jí supplemen- 
tárný úhel ostrého uhlu o témž sinu, t. j. 

a + § = n — are sin (a; \/ 1 — y* -|- y \/ I — a: 2 ) ; 
jest-li konečně 1 = x" 1 + # a , tu cos (« -f- |3) = a « + jí = -x— 

Máme tedy při kladných x, y a 

při 1 > ar a -j- y 9 : 
are sin a; + are sin y = are sin (a: |/ 1 — i/ a + # [/ l — x* ), 

při l<«* + jr*t 
are sin a; + are sin # = « — are sin (x \/ 1 — y 2 -\- y {/ 1 — x 1 )> 

při 1 = a; 1 + ?/" : 

, . JE 

are sin x + are sm y = — • 
Obdobně vyjádříme součet dvou kladných are tg: 
are tg x = a > 0, a tedy <: « •< -^-j 

are tg y = /S > 0, a tedy < jí < -|p 
zde 

tg a. = ar, tg (9 = y, 

08) .*<« + » = f±£- 

Při a + § < -g- jest tato tangenta kladná, tedy 1 :> ary, a 
pak soudíme z (18) 

« + /? = arctg-^-±^-Í 

i — %y 

při a + jí > — jest ona tangenta záporná, tedy 1 <L xy, a pak 



z (18) soudíme, že tupý úhel « + (i jest součet z n a z ostrého 
záporného úhlu o téže taugeutě, t. j. 

« + ^=« + arctg^±^-i 

konečně při 1 = xy jest tg (« + jí) = », a tedy 

Máme tedy pro dva kladné are tg : 

při 1 > xy, 
při 1 < řy, 



1 —ary 



are tg x + are tg y = -5- při 1 = xy. 

N. p. pro x = J, y = 5, jest 1 > xy, a tedy máme 

are tg j + are tg 5 = are tg -' \ s= are tg 1 = -7- 

57. Funkcionální rovnice. 

Funkce f(x) = ax, v níž značí a libovolnou stálou hodnotu, 
jest jediná spojitá funkce, neóbmezeně proměnné x, hovící funkcio- 
nálně rovnici 

(19) /(* + ») = A*) +/(»)■ 

Supponujme, že spojitá funkce f(x) této rovnici hoví, a učiňme 
y = ; pak máme f(x) —fix) + /(O) a tedy 

(20) /-(O) = 0. 

Učiňme dále y (19) y = — * a máme = /(x) + /( - z), t. j. 

(21) ft- *) = -/(*). 
Kladouce do (19) y-(-ř místo y máme 

/(jí + y + #) = f(x) + /(y + ^ =/(■) + /Oř) + /«, 
a obecněji 

«*,+«■ + ■ .+*„)=/(*, )+/(*■,)+.. + /(«.)■ 

Jsou-li hodnoty a:, všechny rovny x, soudíme, že 

(22) /•(«*) = »/(»), 

a pro 3! = 1, /'(») = » /(l), aneb označivše /"(l) literou a, 

(23) /■(») = «», 



při čemž n značí celistvé kladné číslo; (20) a (21) však ukazují, 
že (23) platí také pro n = a pro celistvé záporné n. 

ITčiníme-li v (22) x = — > kde ni, n jsou celistvá čísla a n 

mimo to kladné, máme 

/(»•) = »/(-j) t. j. am =»/(•*■) 

. , ,/m\ m 

a tedy f\ — I := a —, 

\«) * 

z čehož patrno, že platí fix) = ax pro každé racionálně x. 

Jest-li x irracionálné a dáno konvergující posloupností ra- 
cionálných čísel x u x s , %, . ., vymáhá supponovaná spojitost 
funkce f(x), aby platila rovnost' 

f(x) = lim/(ar n ) = lim (ax a ) = a lim x a = ax. 
Jest tedy pro každé reálné x 

f(x) = ax. 
Funkce f(x) = a x , kde a značí libovolnou kladnou stálou, jest 
jediná spojitá funkce, jejíí hodnoty hoví funkcionálně rovnici *) 
<2« f(* + ») =/(*) /■&)■ 

Supponujme, že spojitá funkce/ 1 ^) hoví této rovnici, a položme 
v ní y = ; tím obdržíme 

f(x) = f(x) /-(O) čili f(x) [HO) - 1] = 0. 
a tedy buď /(O) = 1, aneb fix) = 0, kterouž druhou, zcela ne- 
zajímavou možnost vyloučíme, tak že máme /(O) = 1. 
Z (24) soudíme nyní 

f(x~x) = f(x)f(-x) Čili \=f{x)f(—x), 
a tedy f { - x) = -^-, 

Z (24) soudíme dále 

/(*, +Xs+.. + x a ) =f(x,) f(xj . ./(*„). 
a tedy speciálně pro celistvé kladné «, 

«»*) = [/■(»)]'. 

Vzhledem k /(O) = 1 a vzhledem k supponované spojitosti 
funkce f(x) jest pro kladné dosti malé h také /(A) kladná hod- 
nota (či. 42.), a tedy 

f(nh) = [/(*)]' 



*) Ca«fi/, 1. c. pag. 106. 
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také kladná hodnota Pro dosti velké celistvé » přesáhne ale 
nh libovolné číslo, z Čehož patino, íe/(x) > pro každé kladné 
x, a vzhledem k (25) také pro každé záporné x, t. j. f(x) nabývá 
jen kladných hodnot. Možno tedy J(x) logarithmovati a položiti 

log f(x) = tf{x)\ 
<p(z) pak bude dle čt 41. funkcí spojitou a bude hovéti funkcio- 
nálně rovnici 

9 (*) + 9(9) = log [«*)/<*)] = log/i* + g) = <f(x + y), 
z níž soudíme, že 

<f (x) =■ cx, t. j. log f(x) = cz, 
a tedy 

A*) = «" = «■■ 

značíme-li kladné číslo e* literou a. 



Kapitola IV. 
Derivace a differenciály funkcí jedné proměnné. 

58. Veličiny infinitesimálně, t. j. nekonečně malé a ne- 
konečně velké. 

Veliřinu x nazýváme nekonečně malou, jest-li x proměnná, 
jejíž limita jest nulla. Určitá, sebe menší hodnota, není tedy 
nekonečně malá, poněvadž není proměnná; tak n. p. nulla není 
nekonečně malou hodnotou. 

Veličinu x nazýváme nekonečně velkou, jest-li x proměnná, 
jejíž limita jest + <*, tedy proměnná rostoucí číselně nad každé 
Číslo. 

N. p. sin x jest nekonečně malá veličina pro případ, že 
lim x = 0, neboť pak lim sin x = 0. Nekonečně velkou veličinou 
jest n. p. cotg x pro lim x = 0. 

Jest-li lim x = + oo, jest lim — =Oa naopak, t. j. reci- 
proká hodnota nekonečně malé jest nekonečně velká a naopak. 

Pojednává se často o nekonečně malých hodnotách různých 
stupňů, a to následujícím způsobem. 

Budiž n nekonečně malá veličina a budiž (S funkce její a s. 

taková, že se s a stává zároveň nekonečně malou ; podíl — jest 

proměnný a také na a závislý. Platí-li pro lim « = O: 

lim -£- = *, 

kde k jest konečné číslo různé od nully, pravíme, že £ jest ne- 
konečně malou veličinou téhož stupně jako «. Pokládáme-li « 
za základní nekonečně malou hodnotu, připisujíce jí stupeň první, 
nazýváme pak i jJ nekonečně malou hodnotou stupně prvního. 
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Dle definice limity se stává rozdíl k číselně libovolné 

malým pro dosti malé | « |. tak že 

J— = k + i, kde při lira a = platí lim * =s 0, 
a tedy p = «(* + #); 

toť obecný výraz nekonečně malé veličiny prvního stupné ; část 
jeho ak nazývá se hlavní částí veličiny p. 

Závisí-li j9 opét na « tak, že při lim « = jest též lim (5 = 

a jest-li podíl — nekonečně malá- veličina prvního stupně, pra- 
víme, že § jest nekonečně malá veličina drahého stupně; pak 
tedy platí 

-£- = a (k + i), A ^ 0, lira t = 0, 
a jest = «* (* + *) 

obecný tvar nekonečně malé veličiny druhého stupně. 

Obecně pravíme, že jest nekonečné malá veličina n-ho 

stupně, jest-li podíl — nekonečně malý n — 1-bo stupně; z toho 
snadno vychází, že 

= « n (k + i), lim í = 0, * s^ 0. 
Zde jest « ovšem kladné celistvé číslo, a patrně pro lira 
a = 0: 

lim -^- = k ^ 0. 

Platí-li tato rovnost při kladném, jinak libovolném «, pra- 
víme, že § jest nekonečné malé stupně «. 

li. p. sin « jest nekonečně malá veličina prvního stupně, 

jelikož lim = 1 pro lim a = 0. 

Veličina 1 — cos « jest nekonečně malá druhého stupně, 
poněvadž 



59. Dvě zásady o veličinách infinitesimálních. 

Nekonečná malé veličiny intervenuji v našich úvahách 
dvojím způsobem: buď jde o stanovení nějaké neznámé hodnoty 
jakožto limity podílu dvou nekonečná malých hodnot — stano- 
visko počtu differenciálného — aneb jde o stanovení limity součtu 
nekonečná mnoha sčítanců nekonečné malých, což se déje v počtu 
integrálném. 

KeŠení těchto dvou úkolů se obyčejná opírá o následující 
dvá váty. 

I. Limita podílu dvou nekonečně malých veličin se rovná limitě 
jiných dvou nekonečné malých veličin, maji-li tyto s původními 
podíly o limitě 1, 

Buďte «, £ dvě nekonečně malé veličiny, o jichž podíl jde, 
a', fí' pak dvě jiné nekonečně malé veličiny, o nichž předpoklá- 
dáme, že 

lim — =1, lim4r= 1; 
a p 

pak 

«' = «(l + ť ), ^ = 0(1+,), 

kde. lim c := 0, lim 9 = 0, a tedy 

lim Ž- = Um M±3L = Um A . lim 4±i = lůn A, 
«' «(l + í) a 1 + í a 

jak bylo dokázati. 

II. Jsou-li 

«1, Ol, ■ ., «m 

kladné hodnoty proměnné, jichž počet m roste do nekonečna a jeĚ se 
současně stávají nekonečně malými, a platí-li 

ita KmJ« 1 +« 1 + ■ • +«-)-S, 
tu se tato limita neuměni, nahradime~li a r jinou nekonečně malou 
veličinou fi v hovící požadavku lim — *- = 1. 
Ze supposice 

lim -&. = 1 

soudíme, že 

£, = a r (1 + *„), lim «, = 0, 



a tedy 



lim £jl 9 = lim £a v + lim £aj„ pro lim m = «e. 

ZnaČíme-li « onu z hodnot «,, f„, . . ím, jež má největší čí- 
selný obnos, platí patrně 

I ■£«,.. ! S I ■ I ■£«., 

a jelikož lim £a v = S jest konečný a lim * = 0, máme 

lim2<v>. = 1 
a tedy 

Um 2§ t = lim 2,n rl 
jak bylo dokázati. 



= 0. Dle či. 54. platí 

.. sin mx 

lim ■ : 

mx 

a tedy dle oné věty 
lim - 



sin nx nx n 

Věty II. užijme ku stanovení plochy omezei 



•■ následujícím 



Budiž f(x) funkce v intervallu (x a . . z,) spojitá, rostoucí 
a kladná a vytkněme si čáru BD (obr. 3.), jejíž rovnice vzhledem 
k pravoúhlým osám souřadným jest 
y = f(x) ; čára ta s osou Ox a s pořad- 
nicemi ÁB=f(x t ), CD=f(x 1 ), pří- 
slušnými úsečkám x a = O A, ar, = OC, 
uzavírá plochu ABDC, již ozna- 
číme 77. 

Rozdělíme-li délku AC=:r,— #„ 
ua m dílců, z nichž jeden jest MP, 
a vedeme-li dělícími body pořadnice 
dané čáry, jeví se plocha 77 jakožto 
součet ploch a v == MNQP, z nichž každá při lim m = a 
nulle, tedy 

77 = lim Za r . 

B. Wtyt, Potit difiarandilnf. 




3 blíži 



Stanovení jednotlivých ploch «, jest stejně obtížné jako 
stanovení celo plochy TI; za pomoci věty II. můžeme však plochy 
a, nahraditi obdélníky a tím vyčíslení plochy 77 podstatně usnad- 
niti. Oznaíínie-li totiž plochy obdélníků MNSP a MRQP, resp. 
{}„ a Yrt máme patrně 

0, < % < iv, 

a dělivše jí, 



ÍS r MN 

S rostoucím m se však dílce h = MP stávají libovolně malé 

a vzhledem k spojitosti funkce f{x) se také rozdíl PQ — MN 

= f(x + K)—f(x), kde a; značí úsečku OM, stává libovolné 

malým, a tedy jest také podíl 

PQ- MN _ PQ 

MN — MN 

PO 
libovolně malý, t. j. lim —*.- = 1. 

a PO 

Podíl -jf- sevřený Číslem 1 a podílem -=-f^ má tudíž také 

1 za limitu. Obdobně by plynulo, Že — *- má 1 za limitu. 

Dle věty II. nyní soudíme, že hledaná plocha 

/J = lim £$ v = lim £y 9 pro lim m = oc . 

«/iísí tedy limita součtu obdélníků MNSP táž jako limita součtu 
obdélníků MRQP, a ovšem obě limity rovny ploše TI. 

Jest-li n. p. stanoviti plochu TI omezenou parabolou x a ='2pi/, 
osou Ox a pořadnicemi úsečkám x„ = a x, = o příslušnými, 
rozdělme a;, — #„ = a na m stejných dílů h = — a počítejme 
77 dle formule 

77 = lim £fi w = lim 2 MNSP. 

Je-li OM = (f- 1) A, jest 



MN: 



. OM _ (»■— l) a 

2p ~ 2p 



& = MNSP = h . 10ř = ^r— ■ A 3 = ( *„ 1J ! a * 
T 2p 2p »i- 

m fl 3 f „ 1\2 „3 / 1 ■ \ 

n = lim 2-=—Z— iL, = JL_ Iim(-L ^(,_1)«). 



a te dy „ _ «1 . 1 lim 17, _ 1) (2 _ -L\l = £, 

t. j. plocha n se rovná \ah, značí-li h pořadnici paraboly pří- 
slušnou úsečce a. 



60. Derivace funkce. 

Má-li podíl z přírůstu funkce a z přírůstu proměnné určitou 
limitu pro případ, že se přírůst promítané blíží nulle, nazýváme 
tuto limitu derivací funkce. 

Klademe-li přírůst proměnní; áx ■=. h, jest přírůst funkce 

Jf(x) = f(x + *)-/(«) 

. um -^?L = i im /(«+»>-/(«) pro limh = Q 
ax A r 

derivace funkce /"(a:), ač-li tento limes existuje; derivace ta 
obecně opět závisí na x a označují se symbolem f(x), 
Jest-li n. p. 

f(x) = x\ 
jest 

Af(x) = (x + A) 9 - x* = 2xh + *« 



Funkce, která má určitou, konečnou derivaci, jest nutně spojitá 
pro hodnotu x ; neboť z rovnosti 

lim /fr + >WW =m 

kde f'(x) jest konečná hodnota, plyne 
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kde « 



« jest libovolně malé kladné číslo, a stává se tedy rozdíl 
f(x + h)~ 'f{x) = hf(x)±(n, 0<:ť><:l 
Číselně libovolně malým, pro dosti malé | k | . 

Spojitost funkce však nemá za následek existenci derivace ; 
jakož první Weierstrass ukázal, možno sestrojiti funkce veskrze 
spojité, které nemají derivace pro žádnou hodnotu proměnné*). 
Elementárné funkce, o nichž pojednáno v předchozí kapi- 
tole a jež tvoří náš početní materiál, mají derivace a totéž platí 
o funkcích z nich odvozených početními úkony applikovanými 
v konečném počtu, jakož ihned shledáme. 

K základnímu pojmu derivace byli vynálezci infínitesimál- 
ného počtu Newton a Leibnitz vedeni t. z. problémem tečen. — 
Znázornfme-li funkci/ (x) čarou (obr. 4.), 
jejíž rovnice vzhledem k pravoúhlým 
osám souřadným jest 

y = /(*), 

jest směrnice sečny, spojující bod M {x^y) 

s jiným bodem čáry M'(x + Jx, y + dy) : 

__QM' _áy _/ (» + »-/(*) 




Obr. 4. 



MQ ' 



značíme-li opět přírůst /3x literou h. Má-li f(x) derivaci, má 
čára v bodě M tečna ; výraz ten má totiž pak pro lim h — 
za limitu trigonometrickou tangentu úhlu a , který svírá s kladnou 
osou x přímka, které se s libovolnou přesností přibližuje sečna 
MM' pro případ, že se bod M' na Čáře blíží bodu M, a přímka 
ta sluje tečnou čáry v bodě M. 

Jest tedy derivace f(x) směrnicí tečny čáry y=f(x) v bode 
(x, y). Stanovení tečny jest totožno se stanovením derivace f'(x). 

61. Pojem differencialu. 

Jest-li f(x) spojitá funkce mající derivaci, tu z rovnice 
lim '(* + *'-'W - = / . W , (liIn ,, = 0) , 



»} WtUrstrass, Crelle-Borchardt-ův Journal, t. LXXIX, p. 30, aneb Abhand- 
lungen aus der Functionenlehre, Berlin 1886, p. 97. 



soudíme, že můžeme psáti 

j {x+ h )-m_ =m + , tde m , _ 0i 

z čehož 

Jf(x) = /•(*) 4 + .J. 

Přírůst funkce se tedy skládá ze dvou částí, z nichž jedna 
jest součin z derivace a z přírŮBtu proměnné, druhá součin z tohoto 
přírůstu a z veličiny f, stávající se s ním současně nekonečné 
malou. 

První tato část, t. j. součin s derivace a e přírostu proměnně 
sluje diferenciálem funkce a označuje se df(x) ; klademe tedy 

tm=f %')>>, 

a mánie pro přirůst funkce výraz 

áf(x) = df(x) + th. 
Pro speciálný připad, že 

f(x) - x, 
máme 

df{x)=.f{x)h = h, t. j. dx = h; 
jest tedy diferenciál neodvisle proměnné prostě přirůst její, a ovšem 
zcela libovolný. 

Píšíce dx místo A, máme nynf pro obecnou funkci ý(x) 
df(x)z=f'ix)dx, 
t. j. differenciál funkce jest součin z její derivace a z differen- 
ciálu proměnné, a 

ft*Y- 






t. j. derivace funkce jest podíl z jejího differenciálu a z diffe- 
renciálu proměnné; vzhledem k tomu se nazývá derivace také 
differenciálným podílem. 

Označujeme-li f(x) jednou literou, n. p. y, píšeme dy místo 

df(x) a tedy -^- místo f'{x), čtouce : derivace y podle x. 

Znázornírae-li (obr. 4.) f(x) čarou, jejíž rovnice v pravo- 
úhlých souřadnicích jest 

y = f(x). 
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a vytkneme-Ii bod její M o souřadnicích x, y, jest při dx = PP' 
patrně přírůst funkce 

dy = df(x) = P'M' — PM = QM*, 
kdežto differenciál její jest 

áy = df{x) = f(x) . dx = tg «, . PP' = QR. 

Jest tedy přírůst funkce přírůstem pořadnice čáry, a diffe- 
renciál funkce přfrůstein pořadnice tečny. 

Vzhledem k předchozí úvaze možno differenciály proměnné 
a funkce t. dx a ďf(x) definovati jako dvě hodnoty hovící poža- 
davku, aby jich podíl — -? — se rovnal derivaci f'(x), ale jinak 

zcela libovolné; možno tedy jednu z nich, n. p. dx, voliti libo- 
volně a druhou dle tohoto požadavku vypočísti. 

Jest-li přírůst dx naadvisle proměnné nekonečně malý, jest 
také přírůst funkce 4f(%) i differenciál její. d/(x) nekonečně 
malý a s. téhož stupně, je-li derivace f'{x) různá od nully, neboť pak 

.. df{x) „ ._. .. d/(x) ' .. f(x)dx 

Xua Jx -=A*)%0. lun -^-= lun -^=f(x)z*0; 

a v příčině úkolů v 61. 58. naznačených možno pak přírůst za- 
měniti differenciálem funkce, poněvadž limita jich podílu jest 1, 

,.. df{x) ,. f(x) dx + tdx 
lim -—,- f- — lim — - -j- . , ' — .- : 
1 df {<£) fix) dx 

62. Derivace a differenciál součtu, rozdílu, součinu a 
podílu dvou funkci. 

Budiž dán součet dvou funkcí proměnné x ■ 

y=f(x) + <p(x), 
jichž derivace jsou f'(x), y '(x) ; pak pro hodnotu x + dx nabý- 
váme : , 
y-±-dy=j(x + dx)-j-<p(x + Jx), 

a odečtením a dělíme-li přírůstem dx, .■> • 



dx dx dx 

Stává-U ge dx nekonečně malou veličinou, máme 
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dy — f'{x) dx + v'(ar) dx = d/(x) + dy (x), 
t j. derivace součtu jest součet derivací sčítanců, a differenciál 
součtů jest součet differeneiálů sčítanců. 

Obdobné pravidlo platí pro differencování rozdílu, a obec- 
něji pro differencování algebraického součtu několika funkcí. 
Máme-li n. p. výraz 

y = u -f v — 10, 

kde «, -u, w jsou funkce proměnné x mající derivace, obdržíme 
pro hodnotit x + dx proměnné 

y + Ay = 11 + Au -J- v + <4v — C !(J + ^ M ')> 
a odečtením 

<7# Ju <4« /Í!P 

Jm = zfw + Av — Aw, — — - =— — -. , -i 

z čehož pro lim Jz = 0, 

. , zfy dy du , _dv _ dw 

Ax dx dx ďx dx 
(1) dy z= d(u -\- v — w) = du + dv — áif, 

t. j. derivace resp. differenciál algebraického součtu více Junkcí se 
rovná algebraickému součtu jich derivací, resp. differeneiálů. 

Redukuje-li se funkce na stálou hodnotu f(x) = c, jest 
4f{x) = 0, — =P~- =0, a tedy také limes tohoto podílu f'(x) = 0, 
t. j- derivace a tedy i differenciál stále jest 0. 
Mame-li součet ze stálé e a funkce f(x) 
y = c + f(x),. 
jest tedy 

dy = df(x), 

t. j. additivní stálá differencování ni odpadá. 
Mějme součin dvou funkci , 

y = uv, 
jež mají derivace; zde pro hodnotu x + Ax proměnné máme 

y + Ay — (u + Au) (v + Av), 
a odečtením 

^íy 5= uAv + VíÍm -f- AuAv, 

Ay Av , Au , , Av 

— J— — u ■ U « — — - -4- Au ■ 



Pro lim dx =: plyne 

dy dv , du 

dx dx ' dx 

(2) dy=.d (uv) = udv + v<žh, 

t. j. diferenciál součinu dvou funkci jest součet součinů z kaédé 
funkce a s differenciálu druhé. 

Jest-li jeden faktor stálý, tedy 
y = au, 
máme da = a tedy 

j T , , , dy du 

ay = a (au) = a au, -±— — a — =— . 
v y dx dx 

t. j. niultiplikativná stálá se při differe lícování neb derivování 
reprodukuje. 

Dělíme-li (2) součinem uv, obdržíme tuto formuli ve tvaru 

d(uv) du dv 

uv u v 

t. j. logarithmický differeneiál součinu se rovná součtu log- 
arithmických differenciálu součinitelův, označujeme- li obecně 

~~F <x\ ~ .J*^* logarithmický differeneiál funkce f(x). 

Věta ta platí pro libovolný počet součinitelů, neboť 



<í(«,«, 




u a 


M, 




..«.) 


du, 

u, 


-+ 




W 3 




fc) 


= .. 


_ <ž«, 


. du t 


+ • ■ 


+ - 


(Í«n 


Odtud 


















d(u 


«■ 


■■"' 


+ » 


. . ilndíl 


_iáw Q , 


. . W n (í» 


+ 





t. j. součin differencujemě, differencujeme-li každého součinitele, 
násobí me-li jeho differeneiál ostatními součiniteli a sečteme-li 
všecky tyto součiny. 

Jsou-li všecky součinitele sobě rovny a s. k, soudíme z před- 
poslední formule, že 

( 3) _£Í£L = M _*L, d(W)=nu— i du, 
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a děliče dx, máme derivaci mocnosti u" o celistvém, kladném ex- 
ponentu 

djtť) _ „_ r dv 
dx dx 

Jest-li speciálně « = a;, máme 

d íx") = nx— } dx, — V— = nx"-\ 
v ' dx 

Dle předchozích pravidel možno již derivovati a diťferen- 
covati každou racionálnou celistvou funkci 

y = A„x a -J- A,x°-' + A 9 x n " i + . . + A b -,t + A„ ; 
máme 

~£~ = hA x«- > + (n~l)A í x?-* + (n-2)A t r'-* + .. + A n _,. 
Dán-li podíl dvou funkcí, majícicli derivace 

pak 

, . u + Ju 








áy = - 


t>«á« — tííiť 




i? (ť + ^/p) 


pro 


lim d x = 


obdržíme 

«» _ 

As _ 



r (» + Av) 



dv^ 

dx' 



... vdu — udv 

(*) dy = -i i 

t, j. differenciál podílu jest zlomek, jehoS jmenovatelem jest čtverec 
jmenovatele a jeho! čitatelem jest součin e jmenovatele a diferen- 
ciálu čitatele zmenšený o součin z čitatele a diferenciálu jmenovatele 
daného podílu. 

Klademe-li zauav racionálna celistvé funkce, podává (4) 
differenciál racionálně" lomené funkce. 

Jest-li speciálně « = 1, tedy du = 0, podává (4) 
,J_ _ dv 



Učimme-li v = ií™, máme 

d — — = d (m - ™) = -^ = — i»ti -m_1 du, 

což ukazuje, že formule (3) má platnost i pro celistvé záporné 
» = — m. 

Píšeme-li formuli (4) ve tvaru 

dy du dv 



vidíme, že logarithmický differenciál podílu se rovná logarith- 
mickéniu differenciálu Čitatele, zmenšenému o logarithmický 
differenciál jmenovatele. 

63. Differencóvání funkce funkce a funkce inversní. 

Budiž y = /(tt) a u = <y(aO, pak ovsem jest pz=f[tf{x)] 
funkcím; a předpokládejme, žefunkce/(w) &<f{x) mají derivaci 
f'(u), <p'(x). ZvětŠíme-li x o Jx, a jsou-li příslušné přírůsty 
hodnot m a y označeny Au, Jy, máme 

Au = <r(x + Jx) — <p{x), Ay —f(u -f Ju) —/(«), 

a 

áy áy Au , 

Jx Au Jx 

pro lim Jx = jest lim Ju = 0, a tedy i lim áy — 0, a 



dy ., , ■■„ , dy du 

(5) . ' dyz±f(u)'; tfx) dx=/(u) du, 

t. j. diferenciál funkce funkce se stanoví právě tak, jako by argu- 
ment u byl neodvisle proměnnou. 

Příkladem jest formule. (3). 

Máme-li y=f(x) a je-íi i naopak x_— vty) funkcí pro- 
měnné y (cl. 44.), jde o stanoveni derivace <f'(y~) pomocí deri- 
vace f'(x). " " 

Má-li f(x) derivaci různou od núlly^ má i inversní funkce q> (y) 
derivaci a s. jest tato reciprokou hodnotou oné. 



Jsou-li totiž Ax a Ay současné přírůsty, máme 
Ax__ 1 
Ay ~ Ay 
Ax 



a tedy pro lim 


Jx- 


= 0, 










dx 

dy 


=9'W=- 


1 


1 






dx 




jak bylo dokázati. 










Mějme n. 


p. y- 


= x", tedy 


* = l>í"= 


= s-i 


pak 


dy_ 


mx™- 


, dx 

'■'ďj-' 


1 . 1 


1 


1 


dx~ 
t. j. 


ííi 


lží" 


d{yi) _ 

dy 


1 -í 1 


í(»i): 


_ i 

m 


j,iT~'áy, 



a formule ta dle předchozí věty platí i tenkráte, značí-li y funkci 
jakékoli neodvisle proměnné. Učiníme-li speciálně y=x a t kde 
M jest celistvé číslo, máme 



dU)= z 



■ nx*-*dx- 



coŽ ukazuje, že formule (3) pro differenciál mocnosti platí pro 
každý racionálny exponent. 

Je-li n Číslo irracionálné, definované konvergující posloup- 
ností racionálných čísel n i , n a , «a, . ., jest x B číslo definované 
konvergující posloupností ■*■», X°*, x B *, . ., a i pak platí formule (8) : 

dx 



-=: nx a -'. 
Učiníme-li totíž f(x) = a;", máme 

rt* + *)-/(*) _ (* + »)■-»■ _ 



K£)'-> 



a; 
a tedy pra lim A ■= 0, ■ 



kde ů =: — má za limitu 0. Limita na pravé straně se snadno 
vyčíslí z 



lim (1 +d)* = e. 
Položíme-li dále S — a' — 1. kde kladné Číslo a jest basis 
soustavy, v níž budeme logarithmovati, máme při lim c = též 
lim í = 0, a « = Log(l + d), a tedy z poslední rovnice 

| Log< = lim l£SÍÍ í +^ = lim _t :T , 

i lim = ^ 

I í Log e 

Nyní 

(1 + *)■ - 1 _ «i -n+»- i » Log (1 + d) 
ň ~ »Log(l + í) * 

a vzhledem k lim « Log (1 + í) = 0, 

hm - — ! — i = » -= . Log e = n, 

<í Loge B ' 

a tedy 

/"(jt) = «#"—', 
jak bylo dokázati. 

64. Derivace funkce exponenciálné a logarithmické. 

Budiž a kladná hodnota a/(«) = a*; pak 

f(x -j- ft) — /(j .) _ fl .+ii — q» _ , o h — 1 
A — A "^ h ' 

a pro Jim h = dle formule (6) 

f(x) = o 1 . -^ = a" log a, 

• K ' Log e * ' 

značí-li log logarithmus přirozený; skutečně z a=e l0 *» plyne 

logarithmováním v soustavě o basi a 

1 = log a . Log e. 
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Pro derivování a differencování funkce exponenciálně platí 
tedy formule 

(7) —j — = a 1 log a. dtť = a" . log a dx. 

Jde-li speciálně o exponenciálnou funkci e* — a ta se nej- 
častěji vyskytuje — máme 

(8) *£. = «•, ,(«. = «.& 

Budiž f(x) ■=. Log x, a logarithmus vzat vzhledem k zá- 
kladu a. Pak 



f(x + h)-f(x ) _ Log(.c + *)- Log* 



= -r-L0g 



( 1 + 4) 



při lim A = jest také lim — = 0, a tedy dle formule (6) 

t j. 

, Q v (íLog* 1 T 11 

[v) -2 — = — Log e = — i • 

dx x ° x log a 

a speciálně pro přirozený logarithmus 



Formule pro differencování logarithmu dostačí k odvození 
formulí pro differencování mocnosti při libovolném exponentu. 
Učiníme-li totiž 

? = «*, 
kde u, v jsou funkce proměnné x, z nichž první nabývá jen 
kladných hodnot, tu možno psáti 

a tedy vzhledem k Či. 62. a k formulím (8) a (10) 
dy = c' l08 " d (v 

= te"' ! '. e~ ,a ' ■ dít -j- u 

= W Í( T -'(ÍK -|~ M* log tt dv. 
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Jest-li speciálně u stálé a rovno a, jest du = 0, a máme 
da T = a T log a dv, 
formule pro differenciál funkce exponenciálně; a jest-li v stálé 
.a rovno m, jest dv = 0, a máme 

dw m = ÍMM m_l (ŽM, 

formule pro differencování funkce mocninné, nechť jest moc- 
nitelem jakékoli číslo. 

65. Derivace funkcí goniometrických. 

Budiž y = sin x; pak pro přírůst proměnné Jx = h jest 
áy = sin (x -f K) — sin x = 2 sin -5- cosf # + — J, 



a pro lim fe := vzhledem k (či. 54.) 



s (* + t) = c 



máme , . 

<1 1) — j — cos x -> dsmx = cos x dx. 

Budiž »/ = cos x ; pak 

/ty = cos (# -f h) — cos # = — 2 sin -*- sin tx -\- —l 

jx-= — x- sm r + T; 

2 
a tedy pro lim dx = O, 

, (0 , (í cos# , . , 

•[lá) — -3 = — 3111 x, a cos x =- — sin a; «£. 

Ostatně plyne týž výsledek diferencováním funkce 
sinl-ň x\ rovnající se cos;r; tím dle Článku 62. obdržíme 
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d cos x = cos 1-^- — x ) d [-= x | = sin x ( — dx) 

=: — sin x dx. 

Budiž y — tg x ; pak 

j. / i n , sin (x + A — x) 

i/« = tg(x + A) — tg x = - — - — —. — 7—1 

9 ^ V ' ' ^ COS X cos (x + A) 

^fy sin A 1 

-4x A cos x cos (x + A) ' 

a pro lim h ■= 0, 

(18) jL*JL = _^, it gi = -^- 

dx cos" x ° cos* x 

Badiž y = cotg x ; pak 

, , , ,. , sin (x + A — x) 

áy = cotg (x + A) — cotg x = ; — ^— r- ' -- ; — 7—£- 1 

* r>\ i / b sin x sin (x + A) 

<iy sin A 1 



-áx A sin x sin (x + A) 

a pro lim A = 0, 

.-.. dcotgx 1 , . dx 

(14) j 5 = ^-r — i d cotg X = r-5— 

dx sin" x ° sin 1 x 

Formule (13) a (14) možno také odvoditi differencováním 
sin x cos x 





Budiž y = sec x = ! pak 

* COS X ť 




(15) 


dyz=d sec x =: — 
Obdobně 


dcosx 

cos 1 x 


sin x , 
o — dx. 

cos^x 


(16) 


ti cosec x = d —. — = - 
smx 


dsinx 
sin" x ~~ 


cosx 
sin 3 x 



66. Derivace funkci cyklometrických. 

Budiž y := are sin x; pak 

x = sin y, dx = cos y dy. 



a tedy 

dy = l = 1__ , 
dx cos?/ [/l—X** 

kde vzhledem k „-žlí^y jest cos y hodnota kladná, t. j. 

odmocnina ve jmenovateli kladná. Máme tedy 
(17) d are sin a; 1 3 . dx 



. dare sin # = 



dx \/l-x* \/l—x* 

Budiž y = are cos x; pak 

x =. cos y 7 d x = — sin y dy. 

dy 1 _ 1_ 

dx sin?/ |/l— x*' 

kde odmocnina, t. j. sin y, vzhledem kOÍ yix jest opět 
kladná. 
Tedy 



(18) 


d are cos x 
dx 


1 . 
— . . — -.- d are cos x = 
i/l-x* 


dx 


]/T=x* 




Budiž y = are 


tg a;; pak 
x=tgy, dx = 


dy 

cos a y ' 






dx 


-. COS u tf=- — -=-= 
9 sec a 


y - 1 + 


Ji"' 


(19) 


d are tg a 
dx 


-= , 1 .<* 

1 + 3? 2 


are tg x = 


dz 


l + a; a 




Konečně plyne 


zcela obdobně 






(20) 


d are cotg x 
dx 


=; - . , ■ „i d are tg x = 


tía; 

" — T-|-a; a ' 



Formule (18) a (20) vycházejí ostatně přímo z formulí (17) 

a (19); neboť dle či. 55. platí 

n n 
are cos % = -r are sin x, are cotg x = -= are tg x, 

a tedy 

d are cos x = — d are sin jj, d are cotg a; = — d are tg a:. 

Předchozí formule a věty o derivování a differencování stačí 

k vyčíslení derivace neb differenciálu každého výrazu, jenž jest 
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utvořen konečným počtem čtyř základních početních úkonů, neb 
úkonů mocnění, odmocňování při libovolném exponentu, neb 
logarithmování, neb konečně úkonů goniometrických a cyklo- 
metrických, applikovaných na proměnnou a hodnoty stálé. 

Přikladl/: 



ji / , 1/-5-Í — r\ d (x + \/'x' 1 + m") 
d log (as + V * 2 ± »" ) = — ., ~ — - 

X + 1/ X* + ÍM a 

* + T(* , ±" , ) -ltod * fy 



x + 1/*' + m' Vx> ± m' 

x _ \/l+x'dx — xd\/\+x' _ dx 



d log log *=4£?ř 



log a: x log x 



cos x 

i tg-. 



<ilOgtg-o- = - 



dx dx 

x a: sin x 



8. »/ = a?*, log y = — log x, 

dy 1 dx dx 1 — log x , 
-^ = log X — 5- = s-2 — dx, 

dy = x 1 (1 — log x) dx. 

i jty ■ y . ■ 9 2.-4 . 2 cosasdx 

7. d|/ sin* x = d svar x = - ~ sin s x . cos x dx = , 

3 |/sín x 

8- d log VT^T = d [4" log (1 " ^ ~ T log (1 + x) ] 

_ 1 d(X — x) 1 d(l + x)_ 1 da:_ 

2 1 — x 2 1+x ~" 21— x 
1 dx dx 

~ TT+"i ~~ a; a — l " 

E. "rt-cj-r, Foist dffforenciilnf. 10 
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, -Ví -Viji t/~\ -f* && & x 

9. de =e d{— y%) = — e '*— — r==— -_ ■ 

2 l/s 2 Kč7* 

10. Funkce f(%)— x 3 =z l/x 1 jest pro všecka reálná x defino- 
vána a spojitá a vždycky kladná, jen /"(Ol = 0. Její derivace 

-ň~x~š = s — jest také konečná a spojitá funkce, 

3 8 1/í- 

vyjma pro x = 0. Pro tuto hodnotu by derivace musila býti 

jj m , — pro lim h = 0, nechi se A blíži nulle hodnotami 

kladnými neb zápornými; avšak podíl — — = — ?-^-=.h~x s Čí- 
selné ubývajícím h číselně roste do nekonečna, a s. jest kladný 
při kladném a záporný při záporném h, pročež nemá f(x) pro 
x = konečné určité derivace. 



/(*) = »- 



*+e 



jest spojitá pro každé a:, klademe-li /"(O) = 0. Pro lir 



ém 



při a: = nalezneme 1, jest-li nekonečně malý přírůst áx kladný, 



při x = určité limity, a tudíž nemá daná funkce pro x = 
derivace. 



67. Derivování nekonečné řady. 
Dána-li řada 

(21) FW = /.(«)+/.<«) +/■(«> + •-, 

jejíž (leny jsou funkce x, mající v jistém intervállu derivace, a kon- 
verguje-li řada 

(22) AW +/.(«) + AW + ., 

vznikající derivováním jednotlivých členů, stejnoměrné v uvažovaném 
intervállu, tu jest součet řady (21) funkcíx, mající derivaci v tomto 
intervállu, a derivace ta F'(x) jest součtem řady (22). 



Jsou-li x a x -\- h dvě libovolné hodnoty intervallu, mánie 
F (x + A)-FQc) _ /.fa +>)-/(*) /,(x + *)-/■,(« ) 

í, — A "i" í, T ■ - 



značí-li R„ zbytek nekonečné, konvergující řady 
w F(g + »)-Ffr ) _ - fc» + A)-/#Q 

následující po jejím «-tém členu. 

Označíme-li r B (x) zbytek řady (22) též po »-tém jejím 
členu následující, možno pro libovolné kladné t udati takové N, 
že při « 2r N platí nerovnost | r n (as) | < ■ pro každé a: inter- 
vallu. 

Dále máme 



h 

, /.+,-,(* + *)-/.+»-■(») 
^ A 

aneb 

píšeme-li na okamžik <p (#) místo f a (x) +f B+1 (x) + . . -j-/ B+p _-i(x); 

máme tedy 

R n ^-R , p =/ D ( i p + #fc) +/, +1 (ít + #A)+ ■ - + /Vp-K* + **), 

t. j. 

R„ — R n+P = r„(x + »h) — r a+s ,(x + #*), 
a odtud 

R n = R B+P + r a (x + #A) — r a+r (x -+- »h). 

Nechť nyní p roste do nekonečna; při tom R n se nemění, 
r„ (x + &k) se sice může měniti, poněvadž d závisí na p, však 
jest stále Číselně < «; poněvadž R„ +p a r a+v (a: + &h) mají pro 
p=:«i za limitu nullu, soudíme z poslední rovnice, že | R„ | 5í *, 
a to pro každé x a x -\- h intervallu při » ^ N. Jest tedy řada 
(23) stejnoměrně konvergentní, pokládáme-li její členy za funkce 
h. a to pro intervall (— |A|... + |A|);a tudíž jest řada ta 
spojitou funkcí proměnné A (či. 45.), nabývající tedy pro A = 

určité hodnoty, totiž lim - — — — — r — — pro lim A = 0. Má 
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tedy ¥(x) derivaci, a s. jest tato derivace 

F'(*') = />,(») + f ,0) + f\(x) + . . 
Možno totiž dokázati větu*): 

Jsou-li 6Uny řady funkce proměnné x, mající pro lim x = x 
(neb ao ) určitě limity, a konverguje-li řada v intervallu obsahujícím 
x stejnoměrně, tu limita součtu řady se rovná součtu limit jednot- 
livých členů. 
Budiž 

« + «, + Ma + . . 

daná řada, s a součet prvních « členů její. s její součet, a r n její 
zbytek po «-tém členu počínající; tyto tři hodnoty jsou ovšem 
funkce x. Označme dále «„, a,, # 2 , . . limity členů řady pro 
případ, Že lim x = # (neb oo), a literou <t a součet a + °: + ■ • 
+ o_,. 

Řada 

<* + o, + a. + • • 
konverguje a její součet jest limita součtu dané řady. 

Abychom to ukázali, vytkněme k libovolnému kladnému s 
takové N, že při « !> N platí | r a I ■< « pro každé uvažované x, 
věc možná vzhledem k supponované stejnoměrné konvergenci 
řady -2m. Poněvadž pro každý větší index ovšem také | r a+p l <c t, 
máme 

|r n -r a+p | <2e, t. j. |»» + « n+I + . . +!t n+p _ 1 ] <2e. 

Konverguje-li a; k hodnotě # (aneb k oo), má levá strana (či. 13.) 
jistou limitu, nepřesahující 2s, t. j. 

|a n + « n+1 + . . + a n+p _ 1 | £.2., 

čímž dokázáno, že řada lo, konverguje a že její součet a jest 

obsažen mezi e u -\- 2« a ff n — 2*. 

Budiž nyní a libovolné kladné číslo a položme a = 3« + «', 
kde t, ť značí též kladná čísla. Stanovme takové N, že při n "> N 
platí I r„ | < t čili | s — s n | •<. *; dále stanovme kladné A takové, 
že při [ x — x„ | •< h (resp. při x > h) platí | s a — a B \ <. ť, věc 
možná vzhledem k lim s a := a a při lim x = # . Dle předchozí 



*) Genocchi-Pcano, 1. c. pag. 98. 



úvahy máme \ a — «r B | < 2*, a tedy 
I*-*, — (ir-.r a ) + *-i.|<i' + 2. + i, tj. |í — ff |<«. 

K libovolnému kladnému a možno tedy vytknouti kladné 
h takové, že pro každé x různící se od x e o méně než h (resp. 
pro x > h) platí | * — a | < a; má tedy s za limitu a pro liin 
x = x resp. — « , jakož bylo dokázati. 

Pro případ, kdy lim x jest konečné číslo x a , vychází správ- 
nost dokázané věty ihned. Možno totiž vzhledem k lim u r = a, 
funkce « r prohlásiti za spojité v uvažovaném intervallu, a na- 
bývající hodnot a r pro x = x c ; jest tedy řada íu, dle 21. 45. 
také spojitou funkci a tudíž jest limita součtu jejího pro lim 
x = a; rovna součtu 2a„ jakož věta tvrdí. 

Z řady mocninné n. p. 

řM=*-£- + -y-~ f +•• 

vzniká derivováním jednotlivých členů řada geoiuetrická 

1 _ z* _|- a;* — #• + . , 

o podílu — x\ a tedy stejnoměrně konvergující v každém inter- 
vallu (— a , . -+■ a), kde kladné o <r 1. Máme tedy při | x \ <. 1 



a poněvadž má are tg x touž derivaci, jest rozdíl F(#) — arctga: 
stálý (61. 68.) a vzhledem k P(0) = 0, arctg0 = jest tento 
rozdíl 0, t. j. při | x | < 1 platí rozvoj 



are tg x =. x 5- + -= 



68. Věty o derivaei. 

O funkci f(x) pravíme, Že v místě x — x stoupá (roste), 
je-li pro dosti malé | A | její přírůst f(x + K) — /(# ) téhož 
znamení jako h, a že klesá, je-li opačného znamení. 

Jest-li derivace kladná, tu funkce stoupá, a jest-li záporná, 
funkce klesá. 

Z lim '<* + »)-/<*> =/■(«.) 



soudíme, Že 

/(*. + A) -/(*(,) = *[/•(*,) + «], 

kde s jest současně s h nekonečně malé. Neni-li derivace f'(x ) 
nullou, bude pro dosti malé [ h | hodnota * číselně menší než 
f(x t \ a tedy f\x ) + t téhož znamení, které má /(#„). Poslední 
rovnost tedy ukazuje, Že f(x n + h) — f(x a ) při f(a- )>0 jest 
téhož znamení jako k, a při f(x ) <C0 opačného. 

Jest-li f(x) funkce daná v intervallu (a . . i), mající pro všecky 
jeho hodnoty x konečnou derivaci, a platí-li f(a) = 0, f(b) = 0, tu 
existuje v intervallu hodnota x, (a ■< x x < J), pro niž derivace f(x) 
vymizí. 

Jest-li speciálně f{x) = pro všecky hodnoty x intervallu, 
pak platí pro ně stále f'{x) = 0. Obecně však nabude ý (x) hodnot 
různých od nully. Nabývá-li hodnot kladných, uvažujme horní 
mez jejich (Či. 38.), které funkce pro jistou hodnotu $, uvnitř 
intervallu dosáhne, jelikož jest nutně spojitá (Či. 42. a 60.). Rozdíl 
f(x, + h) — /(#,) jest pak při každém h záporný neb 0; značí-li 



/Cs. + *)-/0O 
k 



záporný neb 0. Oba podíly mají dle sup- 
posice při limA = touž limitu, totiž /'(x,), pročež /'(#,) = (). 
Nabývá-li f(x) jen záporných hodnot, vede jich dolní mez 
opět k důkazu věty, jež sluje větou Eolle-owou- 

Má-li funkce f(x) pro všecky hodnoty x intervallu (a..b) 
konečnou derivaci, platí rovnost 

kde x, snači hodnotu mezi a a b. 

Abychom větu dokázali, uvažujme funkci 

FM =/(«) -/(<■) — yEv [/(« -/(«)]: 

tato funkce při £ = a a £ = i vymizí, a má pro všecky x inter- 
vallu (o . . 6) konečnou derivaci, totiž 



F-M =/(*>- 



i — « 



Dle předešlé věty existuje tedy mezi a a i hodnota ar,, pro 
niž tato derivace vymizí, t. j. F'(ar,) = 0, Cíli 

jak bylo dokázati. 

PoloŽíme-li b = o + Ji, možno každou hodnotu a, mezi a a 6 
psáti ve tvaru a+ &h, kde * jest mezi a 1, a tedy větě dáti 
tvar 

/(o + *)-/(«») = */(«+»*)■ 0<*<1, 
v němž se jí zhusta užívá. Platnost této formule závisí na sup- 
posici, že /(ar) má pro všecky hodnoty ar od o do o + * konečnou 
derivaci. 

Geometricky ji můžeme snadno znázorniti pomocí čáry, 
jejíž rovnice v pravoúhlých souřadnicích jest y=f{x). Uči- 
níme-li (obr. 5.) 

OA = a, OB = i, 
AB = b — o = k, 
jest 

AC = /(«), BD =/(&), 
DE —f(b) -f(a)=h tg DCE. 

Rovnice 
/(« + ») -/(a) = */(« + »*), 
tedy praví, že 

tgDCE=/(a + #A) 
t. j. že se na čáře OD nalézá bod M, v němž tečna MT jest 
rovnoběžná se spojnicí CD. 

Tuto důležitou formuli o přírůstu funkce 6. větu o střední 
hodnotě možno zobecniti. BucTte f(x) a y(x) dvě funkce mající 
v intervallu (a . . b) konečnou derivaci, a suppouujme, že <*>'(#) 
pro žádné x uvnitř intervallu nevymizí, ač na krajích x = a a 
x = b může vymizeti. Uvažujme funkci 



O 



N 



FGO = /Cí) -/(«)- 



f(b) - f( a) 



O (ar) — <f (a)] ; 



»(*) — *« 

patrně F(o) = 0, F(i)=0, a mimoto má F(ar) v intervallu ko- 
nečnou derivaci 

f(V) - f{a) 



P(*)=A*)- 



?(&) — <p(o) 



P '(ar). 



Tedy existuje uvnitř intervallu hodnota a:, annullující F'(#), 
t. j. činíci 

Vzhledem k ^'OOžĚO možno touto hodnotou děliti, Čímž 

f&) -/co) = no 

um 

f(a + A) - /-(a ) _ f(a + gft) 0<fr<1 
<T\a + h) — 9.(0) 9*(« + **)' 
což jest zobecnění předchozí věty. 

Jakožto applikaci věty o střední hodnotě uveďme důkaz 
následující věty: 

Má-li f(x) v intervallu (a . .b) derivaci f(x) a jest-li tato 
derivace v témž intervallu spojitá, tu konverguje podíl přirůstá 

f'x + K)-f(x) 

h 
stejnoměrně k f'{x) pro lim h = 0, t. j. k libovolnému kladnému e 
existuje kladné y takové, že platí 

jakmile | h | <: % pro každé x a x + h přináležející intervallu 
(a . . i). 

Dle věty o střední hodnotě máme totéž 
/(* + »)-/(«) . 

a vzhledem k supponované spojitosti derivace /'(ir) existuje 
kladné 17 takové, že při | A | < ij platí pro hodnoty ř az + i 
intervallu : 

\f(x + #h)-f(z) |<«, 

čími věta dokázána. 

Jest-li derivace funkce f(x) pro všecky hodnoty intervallu (a . .b) 
rovna nulle, má J{x) v intervallu hodnotu stálou. 

Značí-li x, x -\- k dvě libovolné hodnoty intervallu, máme 



- = /■(* + **), 0<»<1, 



ale x + O h jest také v intervallu a tudíž f*(x -\- <fh) = O, z čehož 

/c* +«=/«, 

jak bylo dokázati. 

Mají-li dvě funkce f(x) a <p(x) v daném intervallu stejné de- 
rivace, jest v něm jich rozdíl stálý. 
Učiníme- li 

F(x)=f(_x)-q[x). 
máme dle supposice 

F'(x) = f(x)- 9 Xr) = 0, 
a tedy jest F(x) v intervallu stálou. 

69. Vyšší derivace a vyšší differenciály funkce jedné 
proměnné. 

Má-li funkce /(j) derivaci f'{x), jest tato obecně funkcí x; 
tato funkce může také míti derivaci, kterou pak značíme fix) 
a nazýváme druhou derivaci původuí funkce f(x), oznamujíce 
f(x) ovšem jakožto první derivaci její. 

Derivaci druhé derivace zoveme třetí derivací a značíme 
f"(x) atd.; obecně označujeme « -tou derivaci symbolem f w (x) 
aneb y (D) , je-li původní funkce y. 

Jest-li n. p. y = z m , máme postoupné derivace 
y' = mx m ~\ y" = m(m — l) *"-■, y'" = m(m- 1) (m — 2) x^~ 3 , . . 
y lu >= m(m— 1) . . (»— » + l)x m ~ u . 

Jest-li m celistvé kladné Číslo, jest jí*"' = 1 . 2 . . m hodnota 
stálá a vyšší derivace všecky rovny nulle; pro každé jiné m má 
y nekonečně mnoho derivací, jež jsou vesměs funkce mocninné 
proměnné x. 

Dle definice jest differenciál df(x) funkce/(j) součin f'(x) dx, 
tedy obecně opět funkcí x; stanovíme-li differenciál jeho, poklá- 
dající dx za stálou, obdržíme druhý differenciál ddf(x) čili 
stručněji d*f{x), tak že 

d*f(x) = dx df(x) = dx ,/"(x) dx — f(x) dx 3 . 

Differenciál druhého differenciálu, stanovený za supposice, 
že dx jest stálý, sluje třetím differenciálein dd*f(x) čili d*f(x), 
tak že 

dv(x-)=r(x)dx', 
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atd., až «-tý differeuciál 

d-/(x)-fKx)dx- 
se objeví jakožto součin z n-té derivace a z w-té mocDOSti dife- 
renciálu neodvisle proměnné. 
Vzhledem k rovnicím 



f{x) z 



dx* ' ' W~ á*' ' 



sluje druhá derivace také druhým differenciálným podílem, třetí 
derivace třetím differenciálným podílem; atd. 

Označuj eme-li danou funkci f(x) jednou literou y, pí- 
šeme arci 

dy — y'dx, d 2 y = y"dx", d s y = y'"dx, . ., 
dy „ d a « „. d 3 y 

* = ■&- »"=-ař' «*"=-aF--- 

Tak jako první derivace y' se jevila jakožto lim -j-=-> možno 
i další derivace vyjádřiti jakožto limity podílů z vyšších dife- 
rencí funkce y a z mocností přírůstu ^#. 

Označíme-li libovolný přírůst Ax stručně h, jest příslušný 
přírůst Čilí difference funkce y=f(x) dle či. 68.: 

Ay = f(x + h) -f(x) = if(x + »h), 
kde # jest hodnota mezi a 1 obsažená. 

Označíme-li symbolem Aáy čili A 3 y differenci této difference 
č. druhou differenci funkce y, tedy přírůst hodnoty Ay příslušný 
přírůstu h proměnné x 

J'y =/(* + 24) - f{x + 10 - [f(x + h) - ««)] 
=/(,c + 2A) - 2/(* + *) + / W. 
máme, kladouce <p (z) =:/■(£ + 4) — /■(£), dle či. 68. 

z/ a y = ,4y (a:) = <p (a: + 4) — <p (z) = ft<p'(^ + #i A X 0<i?,< 1, 
t. j. 

J«y= *[/'(* + *>* + ») -/(« + #,*)], 
a tedy opětnou applikací věty 61. 68.: 

J*y = **/"(»; + »,» + #,*), 0<»,<:l. 

Obdobně plyue difference č. přírůst této difference t. j. třetí 
difference 

J'y = *V""(« + o, * + »,& + #», 



— 166 — 

a obecně « - tá dífference ve tvaru 

á B y = h*f*>(x + & t h + # a A + . . + & a k) 
kde každé &„ jest mezi a 1, aneb ve tvaru 

J-y = *"/<•>(» -f- &h), 
kde # značí hodnotu obsaženou mezi a n. 

Odvození této formule supponovalo, žeý(x) má derivace až 
včetně do »- té, že tedy /(#), /"(z), /"(#), . ■) / ,n_l, {*) J sou ovšem 
fnnkce spojité; je— li i f la) (x) funkce spojitá, jest rozdíl 

číselně libovolně malý pro dosti malé | A | , tak Že pak 

ďy = h- [/<">(*) + «] = ďy + *h°, 
kde í jest hodnota nekonečně malá, je-li 7* nekonečně malé; n-tý 
differenciál d"y jest tedy ona část n-té diťference, která jest 
úměrná w-té mocnosti přírůstu proměnné. 
Vzhledem k 









J*y 


= f 


« + 


' = 


4f "* 


máme 


pro 


lim 1 


= 0, 
















lim 


J-y 


= /» 


w 





čímž »-tá derivace vyjádřena jako limita podílu z «-té difference 
funkce a z « - té mocnosti přírůstu proměnné. 

"V případě, kdy f- u \x) ^ 0, máme při lim A = 0, 

a lze tedy v příčině problémů v Či. 58. vytknutých zaměniti 
M-tou differenci n-tým differenciáleui ; jsouť obě tyto hodnoty 
nekonečně malé w-ho stupně, je-li k vzato za nekonečně malé 
prvního stupně, a jich rozdíl th" jest nekonečně malý vyššího 
stnpně. 

Jest-li n. p. y = sin x, máme posloupně 
y 1 = cos x, y" = — sin x, y'" = — cos x, y< 4 > = sin x, . . 

a od čtvrté derivace, která se shoduje s danou funkcí, se první 
čtyři funkce opakují periodicky bez konce. — Patrně možno 



také psáti 

y' = 6Íaíx-\-~\ 

obecně 

Jest-li 
máme posloupně 



y =/(«), kde « = <f $r). 
d 9 = f(u)du, 



Vy — du df(u) + /'(«) d a M = /'(«) <*«* + /'(«) <*V 
d 8 !/ — dw a df'(u) + /"(«) 2dw d*« + d a u d/'(«) + /'(") ďu 
=/"'(«) d« s + 3/"(«) du d»« + /"(w) d s w, 
kde ovšem nutno položiti 

du = <p'(x)dx, d'« — (f"(x)dx 1 , d 3 w = <p'"(a;) d# 3 . 
Jest-li 

součinem dvou funkcí proměnné x, máme posloupně 
dy = udv-\-v du. 
d*p = « d a v -+- 2dud» + « d a w, 
ď j = m d 3 ť + 3dw d% -f 3á*** dtf + p d s w, 
atd., a obecně 

d n y ss « d»» + (?) rf« #-'« + (j) d^ <ř-*> + . . + v d"tt, 
kde ("),•(;), .. značí binomické koefficienty při mocnosti B-té. 
Formuli tu možno symbolicky psáti 

d°(M) = (du + d«)«, 

rozvine-li se totiž pravá strana dle binomické věty, připíše-li se 
do prvního a posledního členu 0-tá mocnost hodnoty dv, resp. 
du, a nahradí-li se pak obecně du", dc", resp. hodnotami dru, d r v, 
při čemž d"u, d°« značí u, v. 

Za platnosti obdobné symboliky máme obecnější Leibnitzovu 
formuli 

d"(uvw . . ř) = (du + dv -+- . . + dt)\ 



Kapitola V. 
Rozvoj funkce jedné proměnné v řada mocninnou. 

70. Methoda neurčitých koefňcientův. 

Jest-li v mocninné řadě 

f (x) = a„ + a,x + a^x* + . ., 
konvergující pro j x \ <. R, (R >■ 0), absolutní člen a různý od 
0, tu existuje kladné číslo í takové, že při | x | < t součet řady 
jest různý od nully a téhož znamení jako a t . 

Dle či. 45. jest f(x) funkce spojitá pro všecka x hovící ne- 
rovnosti j x | < R; má tedy (či. 42.) / (x) pro dosti malé | x | ' 
totéž znamení jako /(O), t. j. jako a . 

Nyní snadno dokážeme větu, tvořící základ pro methodu 
neurčitých součinitelův : 

Víme-li, že dvě mocninné řady 

2' a B x a , ŽKx" 

jsou stejné pro všecka x číselně menši než určité kladné číslo a, 
aneb i jen pro nekonečně mnoho hodnot x lt x a , x 3 , .., jichž limita jest 
lim x v = 0, soudíme, ěe jsou obě řady totožné, t. j. Že a a = b a pro 
každý index n. 

Jinak řečeno: možno-li nějakou funkci rozvinouti v řadu 
mocninnou, může se to státi jen na jediný způsob. 

Dle supposice platí rovnost 

= a — i + (o, — &,)« + (a, — ř 2 ) x % + . . 
pro každé x Číselně menší než «, aneb alespoň pro nekonečně 
mnoho hodnot sr,, x t , x 3 . . majících za limes. Kdyby a„ — 6o ^ 0, 
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tu by dle předchozí pomocné věty existovalo kladné t takové, 
že při | x I < * by řada byla různá od nully, což odporaje sup- 
posici; musí tedy o„ — &„ = 0, a tedy máme 

= x[a t — b, + (o, — h % )x + (a a — b a )x*+ . .], 
a vzhledem kí^O: 

= a, — 6, + (a a — b 3 )x + (a 3 -b 3 )x*+ .. 

pro všecky ony hodnoty x. Kdyby o, — 6, ^ 0, dospěli bychom 
■opět k neshodě, a tedy musí o, — 6, = 0, atd., obecně a„ — &„ = 0, 
<Símž věta dokázána. 

N. p. existuje-li pro funkci -y^_ — rozvoj mocninný 

1 .,31 

-y— - — = a fl + a,x + a a ar + . ., 

musí 

1 = (1 — x) (a + a t x — a^x* + . .)) 
$. dle ČI. 30. 

1 = o + (o, - «„)* + (« a - o,)a;»+ 3 ~ «*)*' + • ■, . 
a tedy dle věty o neurčitých koeficientech 

a„ — 1 , o, — a = 0, Og — «! = 0, a 3 — a a = 0, . . 

t. j. 

1 = a = a 1 = a,= . ., 
-čímž 

2 _ g = 1 + # + ^ a + %* + • • 

Rada konverguje při | a; | < 1, a pak jest její součin s(l — x) 
patrně 1. z čehož patrno, že při | x | •< 1 součet řady jest 



Obecněji možno rozvinouti v řadn mocninnou každou racio- 
nálnou funkci lomenou, jejíž jmenovatel pro a:=0 nevymizí, 
jakož řadou Taylorovou snadno shledáme; koefficienty rozvoje, 
jenž sluje řadou rekurrentní, 

— ^— — - — — ' . ', = c. 4- c.x + c»x* + . . 

snadno plynou methodou neurčitých koefficientů, odstraní me-1 i 
jmenovatele a seřadíme-li pravou stranu dle mocnosti proměnné x. 
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Tíjja nabýváme rovnic 

6 = a e , 6, = o c, + OjC,,, i s = a^ + a,tf, + a a c„, . ., 
= a„c v -+- a,cr-i + ■ • + apcr-p, (•■>■ n), 
z nichž vzhledem k a„ ^ postoupně vypočteme c , c,, c a . . . 

71. Teta Taylorova. 

Jest-li f(x) racionálna celistvá funkce stupně n — 1-ho: 

f(x) = c + C,« + C,* 1 + . . + C-iX"- 1 , 

nalezneme postoupným derivováním 

f(x) = c, + 2ft,ír + 3c 3 ar fl +.. + (« — 1) U-iX*-*, 

/"(*) = 2ca + 2 . 3e s ar + . . + (n — 1) {« — 2) c n _,i— », 

/*—>(*) = <»-"l) (»- 2) (*- 3).. 2.1. 
Učiníme-li v těchto výrazech x = 0, máme 
f(0) = C, /'(0) = c I , /'(O) = 1 . 2 . c a , /*"(0) = 1 . 2 . 3 c 3 . . , 

/■<-D(0) = 1 . 2 . 3 . . (« - 1), 
tak že 

/(*) = /(O) + ao) -f + /"(O) y^ + ■ • +/ ín " ,) <°> nS" ' 

značíme-li symbolem |» — 1 součin 1 . 2 . 3 . . (n — 1), Čili fakto- 
riellu n — 1 . 

ZnaČI-li x a libovolnou stálou hodnotu, a položíine-li 

f(X, + X) = »(*), 

jest <p (x) patrně opět racionálnou celistvou funkcí stupně n — 1-ho, 
a tedy 

v (x) = <p (o) + V '(o) -f- + <p"(0) ^~ + ■ • + ^-"(o) i~rr - 

AvSak dle či. 63. máme 



W(~\ — ^Č» + ? j «*(»« + *) _ 



da: 



= /"(*. + *), 



a obdobní 

»"(*) = A*. + *), »'"(») = /"'(*. + *). • •. 
<Hmž 

»(0)=/W, »■«>)= A*.), fl."(0) =/"(».),. , 



a tedy 

/(*, + x) =/(*,) + f(*„)-f + W-j^ + . 

aneb píšeme-li h místo «, 

z kteréžto formule vychází hořejší pro x = 0; tím vyjádřena 
funkce f(x + k) pomoci hodnot, kterých nabývá funkce se svými 
derivacemi pro x , a pomocí přírůstu h. Neuí-li fix) racionálna 
celistvá funkce stupně n — 1-ho, nemůže tato formule býti správ- 
nou; avšak polynom na pravé straně stojící přece často udává, 
f(x + k) přibližně, jakož vychází z následující úvahy. 

Položme f{x a + h) do tvaru 

(2« /<* + h)= «*„) + /« * + no -yŤt + ■ ■ 

kde R značí t. z. zbytek řady, t. j. hodnotu, kterou nutno přidati 
k napsanému polynomu, aby se obdržela přesná hodnota /(.c, + h\ 
t. j. hodnotu 

R = /(*, + A) - fix,) - f(x a ) h -fix,,) ~ž - ■ ■ 

J K "' \n — 1 

Abychom tento výraz R zjednodušili, položme 

# -f- A = as, h — a — x a , 
Čímž 

R = /(a) - Kx a ) -/<*,) (a - *„) -/'(aO ( °~^ 8 - ■ - 
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Vezměme nyní v úvahu funkci 



-/'-'W-^-*'- 



-1 

která při xz= x„ nabývá hodnoty R, tedy F(x t ) = R; mimo to 
patrně F(o) == a dále derivováním 

Na funkci tu applikujme věty či. 68. Dle jedné z nich platí 
F (o) — F (x ) = (o - as,) FCz,), 
kde x l značí jistou hodnotu mezi x a a a obsaženou; vložením 
hodnot, které jsme pro F(o), F(jr ) a F'(x) obdrželi, máme 

E = (a - *„) /«>(*, ) ií^ tL , 

aneb, píšeme-li opět x a + A místo « a položíme-li .c, = a: + #A 
(0 <r » < 1), 

(25) B = -£^=*tV>(.. + <»). 

Do tohoto tvaru položil Caucky zbytek R*). 
Dle obecnější formule téhož ČI. 68. platí relace 
F(q) — F(g, ) _ F(*i ) 
»(«) — ?»(*•) 9'C*0 ' 

kde <p (#) značí funkci, jejíž derivace nevymizí v intervallu (a ..#,); 
tato relace vzhledem k hořejším hodnotám F(a). F(x a ) a F(#) 
podává zbytek ve tvaru velmi obecném") 

K - íw 7 ta!,J |»-i 

PoloŽíme-li tp(x) = (a — *)», kde f^l, máme 
g) (a) = 0, <r (ar ) = (o — *,)», <p'(x) = — p (a — n:)*- 1 , 
a tedy 

(26) B= (" ~ ».)' (° - "0 J -/■■•>(»,)■ 



*) Caucky, Exercisea de Mathematiirues, t. I. 

**) Tento a následujíc! výraz pro E podal O. Scklsmikh, Handbuch der 
Diff.- u. Integralrechnung, 1847, p. 178 a E, Recht, Mém. de 1'Acad. de Mont- 
pellíer 1858; sr. Journal de Liouville, 2« série, t. ID, p. 271. 



Béřeme-li speciálně p = 1, vychází pro R hořejší výraz (25), 
béřeme-li však p = n, obdržíme 

6ili 

(26') R=~ý">(x,+ »h). ' 

■ Tento tvar zbytku podal Lagrange. 

Formule (24) vyjadřuje t. z. větu Taylorovu *) ; formule (25), (26) 
neb (26') podává t. z. zbytek jakožto funkci neznámé hodnoty #, 
o niž jen víme. že se nalézá mezi a 1. 

Odvozeni formule (24) se opíralo o supposici, ěe funkce f(x) má 
v intervallu (x^ . . x t + h) určité a konečné derivace f(x\ f'(x), . ., 
f ( "\x) ; tedy jen tehdy, kdy tomu tak jest, jsme oprávněni tvrditi, 
že platí věta Taylorova (24). 

72. Řada Taylorova. 

Stane-li se, áe derivace funkce f(x) každého řádu jsou v in- 
tervallu (Xq . . x -\- h) určité a konečné, možno v Taylorově formuli 
(24) za « vzíti libovolně velké Číslo; platí-U mimo to 
lim R = 0, 

plyne e (24) řada Taylorova : 



Nekonečná řada na právo jest pak ovšem konvergentní, 
majíc za součet hodnotu f(x t + *)■ 

Požadavky, učiněné při odvození této formule, jsou vždy 
vyplněny, kdy derivace funkce f(x) každého řádu v intervallu 
(x a . . x a + h) jest určitá a číselně menší než určité kladné číslo 
A. Pak platí totiž formule (24), v níž pro zbytek dle Lagrange-e 
máme výraz 



*| Taytortm r. 1715 uveřejněná formule jest vlastně nekonečný rozvoj (27) 
v následujícím il. ; zbytek R podal první Lagrange v Thíorie des fonctions ana- 
lytiques, chap. VI. Rozvoj v podstatě s Taylorovým totožný uveřejnil již r. 1694 
Jan Bcmsuilli (Opera omnia, t. L, pag. 125); v. Genocchi-Peana, 1. c. pag. 819. 



a tedy 



Avšak řada 2 -j — konverguje při každém z (či. 26.), a tedy 
platí lim - . ■■ ' — =; pro n = co, a tudíž i lim R = 0, jak bylo 

dokázati. 

Řada Taylorova platí obecněji pro funkce fix), jichž «-tá 
derivace jest tvaru « u r, kde «, v jsou funkce x a «, jež pro 
všecky hodnoty x intervallu (x . . x + h) a pro každé « jsou 
resp. číselné menší než dvě určitá kladná čísla A, B. Pak totiž 
patrně 

'-■-— B, 

!«_ 

a vzhledem k lim - — r- = jest také lim R = pro n = ee. 

Libovolný Sien Taylorovy řady (27), jení není mdlou, jest pro 
dosti malé \ A J číselně větší neéli následující zbytek, to jest při 
/ (n -'K) ^Ě platí 

|'-"WvetJ>i»i. 

je-li | h I dosti malé. Značíme-li uvažovaný člen «„, máme, uží- 
vajíce pro R tvaru Lagrange-ova, 

R. _ f%x, + »h) h_ 

a tedy vzhledem k spojitosti funkce / ín) {*) pro x = x 9 , vychá- 
zející z existence konečné derivace f <a+i} (x) v intervallu \x Q . . 

X ° + h) ' 

lim — — JZ^"\ - lim — = pro lim h = 0. 



malý a tedy | R | < | «o 1, jak bylo dokázati, 
Píšeme-li řadu Taylorovu ve tvaru 

«. + *) - /o = /w * + /»*L+ffl^ 
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jest levá strana přírustem Jf(x) funkce f{x) pro přirůst h pro- 
měnné, a hodnoty 

m *, na &, n.*) w, ■ ■ 

jsou resp. posloupné diťferenciály 

df(x), d*f(x), ďf(x), . ., 
klademe-li h = dx. Tím řada ta nabývá tvaru 

*„ = *„+**$. + £&+., 

aneb užijenie-li konečné formule Taylorovy: 

*(.) =«-(*) + ^f-+ • ■ f j^m + ixw, 

kde ď"f(x) značí /'"'(a: + #^)A°i tedy »-tý differenciál funkce/(a;) r 
ale pro hodnotu proměnno a; + *>A utvořený. 

Tyto dvě formule vyjadřující přírůst funkce pomocí jejich 
differenciálů mají svá analoga i u funkce více proměnných, jakož 
později nalezneme. 



73. Řada Mac-Laurinova. 

UCiníme-li ve větě Taylorově (24) x = 0, a píšeme-li x 
místo h, máme formuli Mac-Laurinovu 

+/ ,-, ( o ) l Jg 1 r + R , 

kde zbytku R možno dáti tvar Cauchy-ův 

R = ^\~_f^~ í / w (**), < » < 1, 
aneb Lagrange-ův: 

R = ~- f™{&x), < & < 1. 

Odvození formule této se opíralo o supposici, le funkce f{x) 
má v intervallu (0 . . x) konečné derivace až včetně n-tou. 

Má-li /(#) v intervallu (0 . . x) konečnou derivaci každého 
řádu, možno v této formuli vzíti « libovolně velké, a platí-li 



mimo to 

lim R = 0, 

máme rozvoj 

(29) /(*) = /(O) + fíO) x + HO) ~j + ■■• 

jenž sluje řadou Mac-Lattrinovou, ač ji tento sáni připisuje Tay- 
lorovi. 

Radu tu jsme nalezli jakožto speciálný případ řady Tay- 
lorovy; avšak i tuto lze naopak z oné odvoditi. Položime-li 
/(*o + *) = F(*), máme, jakož jsme již v Či. 70. podotkli, 
f ÍB K x a-{- ^) = F (n) (A), a rozvoj Mac-Laurinův funkce F(ft) se pak 
shoduje s rozvojem Taylorovým (27). 

74. Funkce definovaná řadou mocninnou. 

Dle předchozích článků možno funkci, která v intervallu 
(x . . x + h) se všemi svými derivacemi jest konečnou, v případě, 
kdy zbytek R má za limitu, rozvinouti v řadu pokračující dle 
celistvých a kladných mocností proměnné k. 

Přirozeným způsobem se naskýtaje otázka, zda-li naopak 
funkce definovaná konvergující řadou mocninnou jest také funkci 
onoho rázu, t.j. má-li derivace všech řádů a v jakém intervallu? 

K otázce té odpoví následující úvaha *) : 

Budiž 

(30) /(*) = a, + «,* + <!,*»+ . . 

řada mocninná, konvergující pro všecka x číselně menší než 
kladné číslo A; řadou tou jest pak definována funkce /(a:) spo- 
jitá v každém intervallu, jehož krajní hodnoty jsou Číselně 
menší než A (či. 45.). 

Budiž x hodnota, jejíž číselný obnos x' jest menší než A, 
a h hodnota, jejíž číselný obnos h' jest menší než A — x 4 , tak že 
tedy | x + h | < A a řada 

(31) /(ar + h) = a a + a t (x + h) + a,(x + *)«+.. 
konvergentní. 

Pokládáme-li v ní a; za dané číslo, h za proměnnou, defi- 
nuje pravá strana funkci této proměnné pro hodnoty h hovící 

*) J. Tannery 1. c. pag. 180. 



nerovnosti | h | < A — af; jednotlivé členy řady (31) možno 
rozvinouti na polynomy seřaděné dle stoupajících mocnosti h. 
Značíme-li literou H kladné číslo menší než A — %', tu řada 
o' + <*\ ¥ + H) + o' a (*• + H) a + . .. 
v níž a' 0) o',, a' a , . . značí číselné obnosy koefficientů o , o„ o„, . ., 
konverguje, jelikož mocninná řada (30) při | x | < A konverguje 
absolutně. Při J A | ^ H možno tedy applikovati na řadu (31) 
větu v či- 46. odvozenou: proměnné h v ní nastupuje na místo 
a;, H na místo a, a v (x + h)* na místo s<*> . Dle věty té možno 
součet řady (31) obdržeti sečítáním hodnot 

a , 

a t x + <*i*i 

a^ 1 + 2« 9 ífA + o,, A*, 

a a :r s + 3o a :c a A + 3a 3 ,rA a -(- a B ft s , 

provedeným dle sloupců, t. j. při | k | ^ H máme 
f(x + A) = A„ -f A, A + A a A 3 + . ., 
kde řady 

A = a„ + a,% + a^x* + a ( aí s + - -i 

A, = a t + 2a 3 a: + 3o s ^ 2 + . ., 

A a = a 3 + 3<* s a;-f . ., 



všecky konvergují při | x | < A. 

Vzhledem k stejnoměrné konvergenci těchto řad (Či. 32.) a 
vzhledem k tomu, že jejich členy jsou spojité funkce proměnné 
x, soudíme dle či. 67., že 

A t =fto, A, = ^f'(x), Á 3 = t l 3 /"(«), . ., 

čímž nalezena tato věta: 
Mocninná řada 

f(x) = a + «,# + o^" + . ., 

konvergující pro hodnotí/ x číselně menší než kladné číslo A, definuje 
funkci mající pro tytéž hodnoty derivace všech řádů, které obdriime 
derivováním jednotlivých členů v podobě konvergujících Čad: 
f{x) = a, + 2a í x -\- Za^x* +..+(» + 1) a a+ ,x a + . ., 
f"{x) = 1 . 2« a + 2 . 3a,a; + ..+(* + 1) (» + 2) o n+ť r° + . ., 



/«•>(#) = 1 . 2 . . pa t + 2 . 3 . . O + 1) « P+i: c + . . 

+ (»+!) (« + 2) . . («+/>)a D+11 tf° + 



Zároveň platí rozvoj Taylorův 
f{x+h)=a, + a,{x + h) + a,(x + hr+ . . 

= f(x) + nx)~+f(x) -jij + • ■ +/»)(»)*.+ . . 

pro všecky hodnoty x a h hovící nerovnostem 

| x | < A, | * | + | * |< A, 
A<že znamení < ovšem vylučuje rovnost. 

75. Rozvoj funkce exponenciální. 

Všechny derivace f (a> ( x ) funkce ./(x) = e' jsou opět e x a tedy 
konečné v každém intervallu fa . . 0), «■</*, a menši než a*; 
platí tedy pro e* řada Taylorova i Mac-Laurinova. 

Poněvadž /< D >(0) = c°= 1, máme dle řady Mac-Laurinovy 
rozvoj platný pro každé x: 

e'=i+x + J^ 2 -+- r ^- T + ■■ 

Zakončíme- li rozvoj »-tým členem, značíce zbytek ít n , 
máme 

Ku = ~ e»*, 0< < 1, 

|»_ 

kde užito Lagrange-ova tvaru pro zbytek. 

Jde-li o obecnou funkci exponenciálnou f(x) = a x , kde a 
značí kladnou hodnotu, máme /" ( ">(a;) = (log a) n . a* a tedy 

| /<■»(*) l< I (log «) n an 

pročež platí pro každé x rozvoj 



aneb, píšíce po n-tém členu zbytek, 



.-=! + » log. + ."V + 



; (l°g »)' , , j— '(l og «)" 



1 .2 



-(loga^o* 1 , o <;»<;!. 



Tytéž rozvoje vycházejí z předchozích, uvážťme-Ii, že 
a' = (e ,0 « *)= = e* l0 » '. 

76. Rozvoj funkcí sin x a cos ae. 

Budiž f(x) = sin x, pak jsou derivace posloupně 
cos #, — sin x, — cos x, sin x, . . 
a opakují se periodicky, tak že obecně jsou 

/■<«>(#) = sin x, f? +1 >(x) = cos x, /*»+»(*) = — sin x, 
f*"+ s >(x) = — cos x, 
a tedy pro x — mají resp. hodnoty 0, 1, 0, — 1. 

Derivace ty jsou v každém intervallu číselně ^ l ř a tedy 
platí rozvoj Mac-Laurinňv pro každé x: 

X* , X h X 1 , 

™* = *T + FT + "' 

rozvoj ten první podal Newton, jakož i rozvoj pro cos x a e 1 *-). 
Omezíme-li se na prvních n členů shrnujíce ostatní ve zbytku 
tvaru Lagrange-ova, máme 

A » x = *-jr+ J f~ •• +( " 1) '"' í£:t + b "+" 

kde vzhledem k f^(x) = sin lx -\ — g-- 1 jest 

iw.= T £jr«i»(*»+(»»+i)-|-)= 



| 2*t+ l 
0<*< 1. 



cos(*r + na), 



Supponujeme-li < x <, -5-1 jest i &x v těchto mezích, a 

tedy cos (## + «») = ( — l) u cos#,z kladný při sudém a záporný 
při lichém «, a tedy Rí„+i souhlasně kladný neb záporný. 
Píšeme-li tedy 

sin x = x + R 3 = x 

jsou při §<.x<— zbytky Rj, R 7 , R„, . . hodnoty zí 



*) Lagrange, Le^ODB sur le Calcul des Fonctions, Leijon cimiuiĚme; Oeuvres, 
, X, p. 45. 



K fil R„, R 1S , . . kladné, t. j. 

X* . X % , X* X 1 

■"> »-•£•' "»•=»«— ]j- + ]J-~ ]!-■ • 

UČiníme-li /(«) = cos a, máme obdobně 

fí*'>( z ) = cos ar, ř í4n+,, (*) = — sin a:, / , < to+,, (a:) = — cos a-, 
/<* n + a >(a;) — sin a:, 

a tedy jsou pro každé x všecky derivace Číselně ^ 1, a rozvoj 
Mac-Laurinův platný. 

Pro x = mají napsané čtyři derivace hodDOty 1, 0, — 1, 
O, ěímz máme rozvoj platný pro každé x 



Omezíme-H se opět na prvních n členů této řady, máme, 
užívajíce Lagrange-ova tvaru zbytku, 

co S * = i -j^+ . . + ( - i)-"j sggy + r... 

kde vzhledem k f (ta) (x) = cos íx -\ — ~— \ platí pro zbytek 

Rín = -~ cos Ux + -^-\ = (—1)" -j~- COS &X, < « < 1. 

Je-li x v prvním kvadrantu, jest také &x <. ~ a cos &x > 0, 
tak Že pak R gn jest kladný při sudém a záporný při lichém «; 
z čehož pro < a; <: - g - vychází, že 

cos a; < 1, cos x < 1 RT^H - ' " ' 

cos x r> 1 ;r- ; cos a: > 1 — -p^ -f- — -r^- > atd. 

li li II 1.2. 

77. Rozvoj funkce logarithmické. 

Funkce log x jest nespojitá pro x = 0, tedy nemůže pro ni 
existovati rozvoj pokračujíc! dle mocností x o celistvých a klad- 
ných mocnitelích ; funkce, již rozvineme, jest f{x) = log (1 + x). 
kde symbol log značí přirozený logarithmns. 
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Poněvadž 

«*> =tÍt = (' + *>-'• 

f(x) = - (1 + ■*)-', /"'<*) = 1 . 2 (1 + *)"', . ., 
f«(x) = (- 1)-' [.-I (1 + í)-, 

jsou všecky derivace i s funkcí f(x) konečné v každém inter- 
vallu, obsaženém mezi — 1 a libovolným kladným číslem, a platí 
tedy při každém x~> — 1 pro log (1 + x) konečná formule Mac- 
Laurínova. Pro x — máme /(O) = 0, /(O) = 1, /'(O) = — 1, . . 
/«(0) = (- 1)" \»zzl>. a ted y při * 5- — 1 : 

kde dle Lagrange-e 

a dle Caachy-a 

Rn = (1 + #xf 

Jest- li Um R„ = pro lim «= », platí rozvoj 

ioga+«)=«— ^-+4--- j-+.. 

Rada ta při j 3; | > 1 diverguje, jakož kriterium podílové 
ihned ukazuje; nemůže tedy tento rozvoj míti platnost než pro 
hodnoty v intervallu ( — 1 . . + 1), což blíže prozkoumáme. 

Budiž nejprve x mezi a 1, a pišme zbytek v prvním 
tvaru 



<-«-'*■ 


0< 


^ »(l + «)- ' 


(-1)"- (1-*)- 


1 « n 



H.= (- li- 



ft (1 + **) ' 



zde má — za limitu 0, a ryzí zlomek -=— ; — — - ukazuje, že také 

n J 1 + &x ( J 

druhý faktor má za limita. Jest tedy lim R n = 0. 

Je-li, za druhé, x=l, tu vzhledem k okolnosti, že - — 7 — — 1 

i když by # se blížilo nulle, nepřesáhne 1, můžeme tvrditi, že 
druhý faktor nepřesáhne 1, a jest tedy opět lim R ft = 0. 

Je-li, za třetí, x záporné x = — 2, užijme druhého tvaru 
pro zbytek 



R Q 



— (— l) a "-'(l — #)°-'g n _ — e / z — & B \ 

~ (1 — &z'y ~~i — &js\i — #g} 



Při z <. 1 jest první faktor konečná hodnota, číselně menší 
z (z — ůg) 9 " 1 

než-j— — ; drahý faktor jest menší než ~, _ J b _ t' t.j.než2 n_l 

a jest tedy jeho limita 0, čímž nalézáme lim R„ = 0. 

Rozvoj log (1 + x) = x ň - + ~5 t~ + ■ • platí te dy 

pro véecky hodnoty x hovící požadavku — 1 < x gá 1, a jen pro ty ; 
neboť při x = — 1 jest rozvoj řadou divergentní — 1 — 5 — y — \ 
— . ., ovšem také log (1 — 1) jest — <» . 

Pro x — 1 máme součet harmonické řady se střídavými 
znameními : 

log 2 = 1 - i -+- i - { + . ., 

která slabě konverguje. Při | x | < 1 rozvoj konverguje abso- 
lutně, jakož ihned vychází podílovým kriteriem. 

Při kladném x má zbytek R n znamení ( — l) n ~' a číselní 

jest menší než — z", tak že možno jej také psáti ve tvaru 



R. = (- 1) 1 



_i gg" 



Při záporném x = — z a při z < 1 jest hořejší zbytek Rb 
součinem dvou faktorů, které, jakož jsme již podotkli, jsou resp. 
menší než 

-r a z a ~ l . 

1 — z 

Možno tudíž R„ psáti ve tvaru 

K. = -^ T =(- 1 , + .. I ^,0<»<1. 

Speciálně pro » = 2 máme, značíce x hodnotu mezi a 1 
a také &, &' hodnoty mezi a 1 : 

log (l+x) = x ^- , 

log(l- í ) = - í - lTí -. . 

78. Vyčíslení logarithmů. 

Při <: x < 1 jsme měli 
(32) log (1 +*) = *_ -^- + -y— j- + . ., 

, ,, . X* X* X* 

log (1 — fC) = — X ^ 5 j .., 
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tedy odečtením 

<33) ,„ g A±i =2 ^ + ^l + ^ + ..j. 

Položíme-Ii v (32) x = -ťs-> kde ovšem h <: N, máme for- 
muli 
(34)log(N+A)-logN=A__l_lL + _l_^l__^ + .. 

podávající log (N + A), znám-li log N. 



Položime-li v (33) 
1 +* _, 



■ t. j. I = -; 



1-z T N '" 2N + A 

bude při každém kladném A a N patrně x < 1, a tedy 

<35) log(N + A)-logN = 2(- w Lj-+ ' *' 



2N + A T 3 (SN + Í) 1 
A- 

5 (2N- 



+ -±- »' . + \ 



Jak řada (34) tak (35) konvergují dosti rychle, jest-li N 
proti h dostatečně velké. Pro A z= 1 přejdou řady ty do řad 

log ar + i)-togir=^- řir+TÍr-TTF+-- 

<36) log(N+l)-logN 



1 



^2N+1 T 3 (2N + 1) 1 T 5 (2N+l) sT ' 



z nichž druhá ovšem rychleji konverguje a pro každé kladné 
N platí, kdežto v první nutno N > 1 vzíti. 

Jelikož log 1 = známe, podává tato formule pro N =: 1 
řadu rychle konvergující 

l0 « 2 = 2 (l + - 8 J -3-.+ 5 Í ?+7 1 3'+--) 1 

nápotom podává ta i ona formule postoupně logarithmy všech 
celistvých čísel. Ostatně stačí počítati přímo logarithmy kmen- 
ných čísel, a to se výhodně může státi takto: 
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Jsou-li již vypočteny logarithmy všech kmenných čísel 
menších než kmenné číslo jí. jehož logarithmus chceme vyčísliti, 
uvažme, že 



a že tedy 
logi) = -i-[log(p-l) +Iogíj> + l)] -ilog^l--^-V 

logp = -g- [log (p — 1) + log (p + l)j 

+ Í-/J-+ J-. + J- + . V 
^ 2 ^ p a ^ 2p 4 T 3j>» T / 

čímž logj> vypočten, jelikož logarithmy sudých čísel p — 1 a. 
p-f 1 snadno vyčíslíme pomocí známých již logarithmů jich 
kmenných faktorů. 

V praksi se užívá ještě jiných obratů k získání rychleji 
konvergujících řad. Učiníme-li n. p. v druhé formnli (36) N = 4,. 
máme 

1085 = 10^ + 2^ + ^ + ^-+..); 

vzhledem k log 4 = 2 log 2 jest tedy log 5 znám. Jde-li nyní 
n. p. o log 7, učiníme v téže formuli N = 49 = 7* a obdržíme- 
log 50 čili log (2 . 5") = log 2 + 2 log 5, čímž 

log2 + 21og 5- 2 log7 = 2(^. + T -y+- 5 -i 99 - r +..), 

odtud vypočteme log 7 pomocí známých již log 2 a log 5 a řady 
velmi rychle konvergující. 

Logarithmy obecné Log N o základě 10 obdržíme z log- 
arithmů přirozených (či. 52.), násobíme-li tyto modulem M: 

= Loge; 



log 10 
máme tedy 

1 
M 



= log 10 = log 2 + log 5 = 3 log 2 



-(- 



«.+ 



5.9 S 
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-J--KÍJ-J- ' i ' I 
M " (i t "!.l ,T í.! ,T ' 



+ 2 (Ť+3 i 9'+5-^+-)' 
Čímž snadno vypočteme*) 

4r = 230258 50929 94045 6 . ., 
M 

-i- — 0-43429 44819 03251 8 . . 
M 

79. Interpolování v tabulkách logarithmickyeh. 

Při počítání pomocí logarithmických tabulek předpoklá- 
dáme, že difference čísel — jich přírůsty — jsou úměrný pří- 
rostům logarithmů. Že to s dostatečnou přesností platí, vychází 
takto: 

V či. 75. jsme nalezli, že 

log (1+ x) = x — -^-^ kde 0<#<1; 
tedy pro umělé logarithmy Log, jichž modul jest M, 

Loga+*) = M(»--Tp). 
aneb, učiníme x = -=- » kde v praksi & < 1, 

<37) Log(N+*)-loglí = M/-i-^, 

a speciálně pro h = 1, 

(38) Log(N + l)-LogN = M/^-- ~A 0<#'<1. 

Položíme-li 
Log {N + h) - Log N = J, Log (N + 1) — Log N = D, 
dále 

A 

■ + <!, 



*) y. A. Sirrel, Cours de Calcul différentie] et integrál, 2* éd. 1. 1, pag. 169. 
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bude patrně « chyba, které se dopouštíme počítajíce log (N + A) 
pomoci tabulek logarithmických za užití proporce nahoře zmí- 
něné 

a i/ bude chyba při počítání čísla náležejícího k danému log- 
arithmu. 

Vzhledem k předcházejícím formulím (37), (38) máme pro 
tyto chyby následující výrazy 

.=„_«;= ""^-i . 

Vzhledem k tomu, že h, #, #' jsou mezi a 1 a že M <. j, 
soudíme, Se 

■ | lt< J_, i J-|<: 1 

1 ' ^ 4N» | N | N(2N— 1) 

Přesahuje-li tedy N číslo 10000. jest « číselně menší než 
čtvrtina osmé jednotky decimálné, a relativná chyba -=^- na- 
nejvýš trochu přesáhne -t™t» t. j. polovici osmé jednotky deci- 
málné. 

Jest tedy ožívání proporce (39) přípustné, počítáme-li s log- 
arithmy sedmimístnými, omezujíce také čísla na sedm míst, 

80. Řada binomická. 

V ÍL 50. jsme definovali pro kladné a -\- b a pro libovolné 
reálné m hodnotu (a 4- i>) a , kterou možno psáti a a { 1 + -=- \ . 

Položíme-li -r-—x, přejde druhý faktor do (1 + *)"; *o* ,i e st 
funkce, jejíž rozvoj sluje řadou binomickou. 

Položme tedy 

/(*) = (l+z)", 
z čehož derivováním 

f(x) = «(1 + x)~-\ f'(x) = m(m - 1) (1+ *)— ■ . . 
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obecně 

f\x) =«(<»- 1) (m - 2) ..(» — » + 1) (1 + x)«-' '. 

Jsou tedy f(x) a všecky její derivace konečné v každém 
intervallu obsaženém v intervallu (— 1 . . a), a ■> 0. Platí tedy 
pro každé x hovící požadavku x >• — 1 konečný rozvoj Mac- 
Laurinův. 

Poněvadž/(0) = 1, /<"»(0) = m (m ~ 1) (m - 2) . . (m - » + 1), 
máme při x > — 1 formuli 
(40) 

»(» — !•) „ , m(m— !)(»!— 2) , 
1.2 " + T72TS * 



(1 + 1)-= 1 + «•* +— V 9 •"+ - 



+ ■ ■ + 1 . 2 . . („ - 1) * + K - 

kde možno R n psáti ve tvarech 

H. = «(— 1) ^ (■»-■ + 1) (1 + „-^ ,.. <=*<!, 

- _ ».(»-!). .(m-n + 2) 

s '- 1.2..(»=Tj .(»-» + l)(i-») 

(1 +&x) a x°, <:#<!. 

Pro hodnoty, pro něž lim K n = 0, máme rozvoj 

(41) (l + g )- = l + -^- g + W( "~ 1) « a 

+ TTT^ * + ■ i 

a toť jest binomická řada pro libovolný exponent m; pro kladné, 
celistvé m končí tento rozvoj s x m , a redukuje se na binomickou 
formuli z elementů algebry známou, pro každý jiný exponent 
ale pokračuje do nekonečna, a jen tento druhý případ v násle- 
dující úvaze prozkoumáme. 

Podíl n + 1-ho a w-ho Členu rozvoje (41) jest 

Un+i m — w+1 , « + 1 
— ff— = ' x — — X -\ ! X 

a má pro lim n := x za limitu — x; řada (41) tedy konverguje 
při | x ] <: 1, při x = + 1 podílové kriterium nerozhoduje, a při 
] x | > 1 diverguje. Rozvoj Mac-Laurinův (40) možno snad 
prodloužiti do nekonečna jen pro hodnoty x hovící požadavku 
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— 1 < x ^ 1. Vyšetřme tedy, zda-Ii pro tyto hodnoty lim R» 
se rovná 0. 

Budiž nejprve <! x < 1, a pišme R n v prvním tvaru 

_ f mx {m — \)x (m — 2) x (m — n + 1) x "1 

R„ _ L~j 2 3 n J 

1__ 

(1 + «*)— ' 
Limita závorky jest pro « = « ; neboť zvětšíme-li » o 1, 
přibude závorce faktor -* — - . -■— = — xl\ IlTT jehož 

limita jest — r pro n = », který tedy pro dosti velké n jest 
libovolně blízký hodnotě — x. Z toho jde, že v závorce jsou 
faktory větší než 1 v konečném počtu, kdežto počet faktorů čí- 
selně menších než «. ano i číselně menších než každé číslo obsa- 
žené mezi 1 ax, roste s « nad každé číslo, a že tedy linuta 

závorky jest 0. Poněvadž faktor ■■ ; ■■ - ■ .-■-- při rostoucím n 

nepřesáhne 1, máme lim R„ = 0, a tedy platí rozvoj (41). Budiž, 
za druhé, x mezi a — 1 a položme x = — z užívajíce druhého 
výrazu pro zbytek R n 

r.= C- i)- [I=LriH . . . im -"_\ l) ' ] *,(i - «)- 

■ i— i. ' 



( 1 - M ) 



Závorka má opět za limitu při n = « , a také druhý 

faktor má vzhledem k -= — < 1 za limitu 0, vyjma případ, 

kdyby limita čísla & byla 0; ale i pak jest limita druhého fak- 
toru konečná, nanejvýš ms. Jest tedy lim R„ = a rozvoj (41) 
platí i při — 1 < x <. 0. 

Platí tedy binomický rozvoj (41) při \ x | < 1 pro každý 
exponent tn. 

81. Binomický rozvoj (1 + x) m při x = + 1. 

Při x= 1 platí formule (40) a stačí vyšetřiti opět lim R B . 
K tomu cíli uvažujme nekonečný součin*) 

a_ g + 1 a + 2 
b 6+1 6+2 ' 

*) Genecchi- Piano, 1. c. pag. 77. 
¥,. Wíjr, Po«t dlffaranclUD^. I 2 
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v němž ani o ani b není neb celistvým záporným Číslem, a 
dokažme, že při a > 6 jest P = oe, při a < b jest P = O, při 
a = b ovSem P = 1. 

Budiž nejprve a > b a b > ; píšeme-li jednotlivé souči- 
nitele v P: 

b — T i í + 1 T 6 + 1 

i + 2 + J + l 

soudíme (ČI. 34.) z divergence řady (či. 22.) 
a — b a — b a — b i 
b ■" T+T + T+~2~ ' " 
že P = «. 

Budiž zase o :> b ale t ■< 0. Zvolme celistvé m tak velké, 
aby b + »ť> 0, a položme a + )w = ď, 6 + m = 6', takže a' ;> &' 
iř>0. 

Píšeme-li P ve tvaru 

ď + 1 »' + 2 



S (»+ 1) ••(» + «■ — 1) &' í' + 1 S' + S 
vidíme, že první faktor jest konečná hodnota, různá od nully, 
a následující nekonečný součin opět e=, tedy P = + oo. 
Budiž, za třetí, a <: b, pak ' 

_L_± ť + 1 t + 2 _ 
P _ "o'o + l'o + 2" — °° 
a tedy P = 0. 

Užijeme-li při a; =: 1 zbytku ve tvaru prvním 
_ mjm - 1 ) . . (m- n + 1) 
""- I.i... (1 + ''' ' 



můžeme psáti 

:(- 

— m + n 



Rn= (-l)-^«.-^±l 



-a + * 



Faktor (1 + #) n '- D jest < 1 při m > í», a součin předchozí 
pro « == co přejde do nekonečného součinu P, učlníme-li v tomto 
a = — m, b = 1 ; součin ten jest tedy při — m ■< 1 Čili 



Pak tedy lim R n = O a platí tedy rozvoj 

pro každé m> — 1. 

Při m = — 1 přejde rozvoj do řady divergentní 1 — 1+1 
— 1 + ■ - ; při m < — 1 má rozvoj obecný Clen 

m(m — 1) . . (m — « + 1) __ , — m — m + 1 — m -(- 2 

1.2.. ň — ± ~~í 2 3 ' 

» 

rostoucí čfseluě vzhledem k — n > 1 s n do nekonečna, a tedy 
jest rozvoj divergentní. 

Při x = — 1 nejsme oprávněni tvrditi platnost formule (40) 
a nutno řadu binomickou 

-1) m(^-l )( m 



1 T 1.2 1.2.8 T 

přímo vyšetřiti v příčině její konvergence a jejího případného 
součtu. 

Součty po sobě jdoucích členů této řady jsou 

m m—l 

'. = »--= r— 

_ m — 1 n»(m — 1) _ (m — 1) (m — 2) 

5s í + lTi _ 172 

(» -!)(»■-» ) »(»-l)(«i-2) 

_ _ (!»-l)(»-8)(»- 8) 
~~ 1.2.3 

_ (» -!)(»- 2).. (■»-. + 8 ) 

*.-(-!) 1 . 2 . . (» - 2) 

4. /_ 11.+1 «■(»- ') ■•(«■ — » + 2) 
T l ' 1 . 2 . . (» — í) 

- I- ii.+. (■» - 1) (■» - 2) ■ ■ (m - » + 1) 

— l ' 1 . 2 . . (» — 1) 

Píšeme-li s„ ve tvaru 

1 — íw + 2 — m -f- g — 1 






1 
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vidíme, že lim s a jest totožný s nekonečným součinem P pro 

a = 1 — m, 6 = 1, a jest tedy lim s n = při 1 — m < 1, t. j. 
při m :> ; máme tedy při m >• : 

„ , m m(m-l) »(m - 1) (« — 2 ) 

kteráž formule souhlasí s binomickým rozvojem pro x = — 1 
a pro kladný exponent m. Je-li ale m <. 0, tu 1 — m>la tedy 
lim s„ = oo, t. j. řada diverguje, rozvoj binomický při x = — 1 
a záporném exponentu m tedy přechází do formule m = <*>. 
Jest-li konečně m = 0, uabývá (1 — 1)™ bezvýznamného tvaru 
0°, kdežto rozvoj se redukuje na první člen 1. 

Celkem jsme tedy shledali, M binomický rozvoj při \ x | •< 1 
platí pro každý exponent m (reálný) ; jest-li ale x =. 1 platí jen 
pro mz> — 1, a jest-li x =: — 1 platí pro m ~> 0, o j'e« ti těchto 
případech *). 

82. Rozvoj funkce are tg &. 

V či. 67. jsme dokázali, že při | x \ < 1 platí rozvoj 

(42) arctga; = 3; — -|- + ~~-|-+-- 

Toor tohoto rozvoje možuo přímo nalézti, vyjdeme-li ze 
supposice, Že možno are tg x rozvinouti v řadu mocninnou 

are tg x = c -|- c,ai + c^x 1 + c 3 .r 3 -|- - . , 
platnou pro | x | <R; řada ta pak konverguje stejnoměrně 
v každém intervallu obsaženém v intervallu ( — R . . R), tak že 
při | x | •< R máme derivováním (ČI. 67.) 

- — }— ž = C,+ 2c tt a: + 3c 3 :r 2 + 4c 4 ^ 3 + . . 
1 + x* ' ' 1 ' 3 * 

Levou stranu možno při [ # | < 1 nahraditi geometrickou 
řadou 

1 — ar a -f" ** — #' + • • i 
čímž máme relace (51. 70.) 

e 1 = l, 2(^ = 0, 3c a = — 1, 4c 4 =0, 5e B = 1, . . , 
podávající koeflicienty e lt c a , c 3 , . . , a tedy i hořejší rozvoj (42), 
v němž 

c = are tg = 0. 



*) Konvergenci a součet řady binomická vyšetřil ve všech případech - 
komplexní ia«- Ábel; v. Oeuvres, 2* éá., t. I., pag. 219. 
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Odvození řady (42) pomocí věty Mac-Laurinovy *) vymáhá 
stanovení posloapných derivací funkce f(x) = are tg x ; a po- 
něvadž tyto jbou dosti komplikované 

/w=-n^r. /"<*> = -jr^..-. 

dejme se jinon cestou**), kterou také zjistíme, že rozvoj (42) 
platí i pro x = + 1. 

Přihlížejíce k formuli platné pro každé x 

' nx)= r J- r =i- (B « + af *-..+(_i)-' lí »-« 

položme 

"*^j- + (-lřBW. 

kde H(x) nutno staDOviti. Učiníme- li v této rovnici £ = 0, ob- 
držime R(0) =0, a derivováním jejim obdržíme 

«» = ■ 



1 +1 
Položíme-li ve formuli (81. 67.) 

BW - R(0) = gW 
■pí*) — »(0) 

za funkci q>(a:) výraz „ — XT' bude ip'(:r) = «'", R(0)=0, 
<f (0) = a formule podá 

(»»)■" 1 *•"+■ 1 



R(*)=, 



. + 11 + (»»)' (»»)'" — 2n + 1 1 + »V 
0<»<1. 



Při | x | š 1 jest Um ^rxr = a i + &v ° s P ř «- 
sáhne 1, pročež lim R = 0, tak že máme rozvoj platný pro 
MSI: 

arctgz = *-íí + ^-^ + ..; 

při | x I >■ 1 řada ta patrně diverguje. 

*) SchlvmiUh, Compendram der hOheren Analyais, díl I., 5. vyd., § 47., aneb 
Uebungsbucb zum Studium der boheren Analysis, díl I., 4. vyd., § 38. 
**} Genoccki-Peano, 1. c. pag. 83. 



Pro x = 1 obdržíme řadu Leibnitzovu pro « 

i = i— L+-L~L+... 

ovšem pomalu konvergující. 

Rozvoj (42) poskytuje pro Ludolfovo číslo řad velmi rychle 
konvergujících. Užijeme-li na př. relace (81. 56.) 

-j- = are tg -j- + are tg -j-, 

máme -j- vyjádřeno součtem dvou řad již rychleji konvergujících 
,11 1,1 1 , 

are tST=T-772* + T^r>-77ř + ' ■ ' 

. 1_1 1 , 1 1 , 

*""* 3 ~ 3 "sTsS + TTP - 7.3' + " 

Ještě rychleji sbíhajících řád docílíme, položíme-li, značíce 
o kladné celistvé číslo, 



(43) 
t- j- 

are tg 




are tg — 
a 


= are 


ts i+^ + arct|5 ; 


+ t 






1 


= are tg - 
1 


1 


+ »+í , 


2o + 


« + ? 






1 a ^ 


<<■ + «)(« 


+ »- 


-1 


čili 


(» + 


«)(» + » 










1 


■la + « + f 









aneb odstranivše jmenovatele, 

*§ = «* + 1. 

Stačí tedy číslo a a + 1 rozložiti na součin dvou faktorů 
« . /í, aby platila relace (43). 

Pro a = 2, a a + 1 = 1 . 5, a tedy 

are tg -g- = are tg -=- + are tg -y, 
a pro a = 3, a" +1 = 2. 5 a tedy 

are tg -5- = are tg -^- 4- are tg -g-i 



Ciniž 

all 1 

-j- = are tg ~y + are tg -g- = -2 are tg -^- + are tg - 



a podobně dále. 

Následujícího, velnii vydatného obratu užil Machin k vy- 
jádření čísla w rychle konvergujícími řadami. Položme 



tedy 

_J L__i__i 1 4- 

<p — 5 3 . 5 a_l ~5. 5" 7 . ó'" 1 "" 

2 tg <f 5 , . 120 . 

jelikož tedy tg 4qs > 1, jest 4f >■-£-, a položíme-li 4<p — — y, 

bude 



■"-i + nr*,- 

Mánie tedy 



V - are tg 2 ^— 23g 3 _ 239> + - _ 23g6 
239 3 . 239 3 T 5 . 239 8 I 



83. Rozvoj funkce are sin o-. 

Položíme-li /■(#) = are sin x, máme f'{x) — — -. , a vyĚSl 

derivace mají tvar dosti složitý, pročež upustíme od rozvoje této 
funkce pomocí řady Mac-Laurinovy *). Rozvineme-li však /'(#) 
pomocí věty binomické, máme kladouce v řadě pro (1 + x) m 

'serand, Recueil complímentaire ďexercices Buř 
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místo m Číslo — jana místo x hodnotu — #', 

a rozvoj ten platí jen pro — 1 < af < 1. Jest tedy 1 konvergentní 

poloměr této řady, a ona stejnoměrně konvergentní v každém 

intervallu obsaženém v ( — 1 - . + 1). 

Uvazuj eme-li řadu 

„ , , . 1 x* . 1 . 3 x" . 1 . 3 . 5 x 1 , 

F( lc )= a! + T - i - + T - r - r + TTT - TT -+.., 

vidíme, že derivováním její členů vzniká řada předchozí, stejno- 
měrně konvergující; dle SI. 67. poslední řada při | x ) < 1 kon- 
verguje a ntá derivaci F'(#) = fix). Rozdíl F(x) — f(x) jest tedy 
stálý, a poněvadž F(0) = 0, /(O) = 0, jest rozdíl ten 0, t. j. pro 

| x \ < 1 platí rozvoj 



2.4 

Rada ta pro | x | = 1 také ještě konverguje (či. 27.), a 
podává pak dle věty Ábelovy, v či. 56, dokázané, are sin 1, 
t. j. 



84. Funkce sin .x~ a cos .x- vyjádřeny nekonečnými sou- 
činy*). 

V goniometrii se vyjadřuji sin. a cos. násobku uhlu po- 
mocí sin. a cos- úhlu; tak n. p. platí pro liché m = 2» + 1 
formule 

m tm.'* — i *\ 
sm mz ■= m sin z - 



1L 

, m(m a — 1 «)(»« -3 1 ) . , 
H ^ sin* s — - ■ 

5 

i / , \. «(»* — l a ) • ■ [*»" - (tn — 2) 3 ] . .„ . . 
+ ( - » ~ 12. + 1 8m *' 

Pravá strana jest racionálna celistvá funkce 2n +.l-ho 
stupně hodnoty sin z, a možno ji tedy rozložiti na kořenové 

*) Gtnocchi- Ptáno, 1. c. pag. 110. 



lineároó faktory: 

síd(2m + 1)2 = A(sin« — f,) (sin* — ft) . . (sins — Ějo+i), 
kde t v = sin £,,, a z f znáči takový oblouk, že sin (2» + 1) * ř = 0. 

jfcs 
To ale vymáhá (2» + 1) * ř = &w čili r ř = ~ň — v ~ f > vezmeme- li 

ft = 0, i 1, +2, . . + n, obdržíme pro sin z, vesměs různé 
hodnoty, poněvadž by rovnost dvou 

_._ kx ,_ k'a 

vymáhala buď ~ '" = 2Z » aneb ^w+T 

t. i. buď — x — r— — = 2Í aneb -^ — rv — 2Í + 1, což obé iest ne- 
J 2n + 1 2» + 1 ' ' J 

možné. 

Máme tedy, sloučíme-li kořenové faktory příslušné hodno- 
tám + k do faktoru kvadratického : 
sin (2n -+ 1) z = A sin z [sin a z — sin* g _l t) 

p * ~ sm s +r ) ■ ' ( sin * - "»■ iít+t) 

aneb v jiném tvaru 

sin (2n + 1) z = B sin z f 1 - 



1 — - 



2«+l 
sin" í 



| 2»+ 1 I I 2» + 1 

Abychom vyčíslili stálý faktor B, dělme rovnici tu hod- 
notou z a limitujme lim z — ; vzhledem k 

,. sin (2n -\- l) z ,. sin (2m 4- l) z ._ , ,, n , , 
lim ! — — = hm — ^r — r A rr i — • (2» + 1) = 2 » + 1, 

■obdržíme 

sin (2n + 1) g = (2» + 1) sin z A — — * 
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Uciníme-li nyní (2» + 1) z = x, máme formuli 
■ , * \ 



sin x •=. (2n + 1) sin 



2«+ 1 



• + 



A í 



9 



2» 
2»+ 1 / 



- 



ŽH+1 



Zvoiíme-li libovolně celistvé číslo m avšak tak velké, aby 
(m -f- 1) » > | x [ a supponujeme-li n > w, můžeme formuli tu 



sin z = A . B, 



při čemž 

A = (2* + 1) b 



2w+l 



2«+l/ 

' 2« + l 



\ 






Při lim « = ao patrné máme lim (2» + 1) sin 



2«+ 1 " 



/ 

lim I 1 - 

a tedy 

lim A = x (l - 






lira — lim I ■ — ■-—) = - 
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Abychom odhadli B, uvažme, že všecky jeho součinitele- 
jsou < 1, a tedy i B<1; a poněvadž při kladných «,, e„ . . 
•h platí (či. 31.) 

(1 - .,) (1 -<,).. (1 - .„) > 1 -(;+>,..+ i), 
máme 
B>1- 



[.,(«•+ 1) « + ' ' + . . »« 
8m 2.+ 1 8m 2Í+TJ 



2»+l 
Poněvadž sinus jest menši než oblouk, máme 



Roste-li oblouk z od do -^, ubývá fa 

do — , a jest tedy při < z < -~- stále sin g ~> j klademe-li 

dotétonerovností.posloupně« = -^ — -^ — i ■ •■> - — j—r-, obdržime- 



n" 1 (« — 1) m n — 1 b 

a tedy 

b>i — -í-í— —V atéž B>1 — -^-; 

možno tedy položiti B = 1 j— > kde < * < 1. 



*) Derivace funkce -1Í5- jeBt * cos * — 8m - * - a ta jeat záporná; př£ 
z < JL platí totiž s <tge a tedy jest čitatel coaifi- tgi} záporný. 
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Nechť nyní n roste do nekonečna; ve výraze sin % = A . B 
konverguje pak A ke konečné hodnotě P a různé od nully, a tedy 
konverguje také B k takové hodnotě; tudíž konverguje & k jisté 
limitě lim # = #' a máme 



. = .(!-£) (.-£).•(! 



Nyní nechť roste m do nekonečna; tím obdržíme hledaný 
nekonečný součin pro sin x, od Eulera*) pocházející 

jehož odvození ukazuje, že platí pro každé x. 
Učiníme-li * = -=-, máme 

._*_ i^J 3^5 5. 7 

2 ' 2 2 " 4 a ' 6 S '"' 
■čili WaUisoou formuli 

l * ' 2 — 1 3 3 5 5 7 



Položíme- li v rovnici (44) = — z na místo z, obdržíme 
* . 3a 3« , 5n 



• = (f" 



7» 
2 



3« 3« 

3 a -^ « s 5* 



wo * - » « . 2* 2» . 8» 

;aneb vzhledem k (45) 

(46) „.«(,-.£.)(,_£)(,_£)... 

formule platná pro každé a;, taktéž Eiderem vyvozená**). 



*j Introductio in Anály sin infinítorum, § 138. 

**) Táž formule snadno pljne z (4*) pomocí relace coa x 
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Vzhledem ke konvergenci řady při každém a 



1" 



r + ír+-- 



soudíme dle 61, 36., že nekonečný součin (44) jest absolutně- 
a stejnoměrně konvergentní v každém intervallu, a totéž patrně 
platí o nekonečném součinu (46). 

85. Rozvoje funkcí tg a?, cotg .* a jiných. 

Jest-li že nekonečný součin o kladných Členech 

p=(i + «.ki + «,)(i + «,).., 

v němž m^ jsou funkce #, v nějakém intervallu konverguje stejno- 
měrně, konverguje v témž intervallu také stejnoměrně řada 
log P = log (1 + «„) + log (!+•*,) + log (! + «,) + .. 
Dle supposice totiž možno pro libovolné kladné e vytknouti 
celistvé p takové, že v rovnici 

P = (1 + « ) . . (1 + «._,) Q-, 

při w > p platí | Q B — 1 | < « pro každé x intervallu. Máme tedy 

log P = log (l + « ) + . . + log (1 + «»-,) + log Q n , 

kde Q„ = 1 -4- *e, a # značí hodnotu obsaženou mezi — 1 a + 1- 
Din 51. 75. 

a tedy | log Q B | <. » + -g- se stává volbou dosti malého *, t. j. 

pro dosti velké p libovolně malým pro každé x intervallu, čímž 
výrok dokázán. 

Jest-li ď ■< « a , t- j. — n <; x <. n, tu nekonečný součin (42) 

^-(•--5)(i --£•)(• -■£■)■■ 

konverguje stejnoměrně a má členy kladné, tak že 

, í) + .o K (.-^) + -- 

jest řada stejnoměrně konvergující v každém intervallu uvnitř 
( — a . . »); řada ta konverguje však i absolutně, poněvadž 
všecky její členy jsou stejného označení, t. záporné. 
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Rozvineme-li logarithmy na pravé straně v mocninné řady 
, /, x' \ x' 1 x' 1 X' 

log(l— «r)=— pjr- TUP— TW—-' 

.konvergují tyto absolutně a možno tudíž užiti věty v 81. 57. 
■odvozené, Čímž nabýváme .formule při — n •< x <. « platné: 

■ (47) log-£-= — ^jr 1 2"-^*— 8"^* ' 

.kde Sm značí součet nekonečné řady 

Z rovnice (46) plyne zcela obdobným způsobeni rozvoj při 

~<x<^- platný: 

2V. „ . 1 2*«x 4 , 1 2V, . 
log cosa; = j L -a: i s "^ š * * ' 

Itde ff m značí součet nekonečné řady 

». -j.-l-gp.-l-j. f 

Jcterý ostatně snadno vyjádříme součtem s m ; máme totiž 
_1 
" 4' 
t. j. 

«.+-^ «. = »., 2-». = (2- - 1) fc. 
Tím poslední rozvoj přechází do formule při — 
platné 

( 2 * - 1) *. ■ 1 P' - 1) 
•(48) log cos x = —- ^3 a x 1 — -y r^- 



(2 


— 


1)», , 


1 


(!■ 


-1)«, 


8 







Derivováním rovnice (47) obdržíme (ČI. 74.) rozvoj platný 
při — ít <x<íi: 

(49) cotg a> = f * 1 * r **-■•! 

a, derivováním rovnice (48) rozvoj platný při — =- ■< a: ■< -*- : 
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< 5 o) tg * = - 2 iHi=i!i» + - 



Z rozvoje toho snadno vychází, že S&, se rovná součinu 
z w ,n a z racionálného součinitele. Rozvineme-li totiž /(«)== tg*, 
kteráž funkce i se svými derivacemi jest v intervallu (0 . . a), 

1 <* ! < V' konečná, dle věty Mac-Lanrinovy, tu především snadno 

nalezneme 

/"'(a;) =z cos -1 *, /"(#) = 2 cos~* a; sin x, 
j/'"(íc) = 3 cos - ' x sin* a; + cos~* x, . . 

a tím shledáme, že /'(O), /"(O), /'"(O) . . jsou vesměs čísla 
racionálna; jich vložením do řady Mac-Laurinovy obdržíme 

*.=-+4+-?ř+-- 

Porovnáme-li rozvoj ten s (50), máme 



*a— 6 ' — 90 * — 3'. 6. 7 
Pěkněji dojdeme racionálnosti oněch součinitelů jakož i t. z. 
Ušel Bernouilli-ových následující cestou- Pišme rozvoj (50) ve 
tvaru 

(51) -^=A. + A, i r' + A,*' + .. + A,»* + .., 
tak že 



a definujme w-té číslo Bernouilli-ovo rovnicí 
1 . 2 . 3 . . 2« 



pak jest 

(52) ž » t .(2.,+._i) 

{t,V A '~ 1.2.3..(2j> + 2) B ' + " 

a poslední rozvoj tedy možno psáti 

<M) *T- 1.2 B '+ T72T3T4" B '" +'• 
2*+' (2»+ ! — 1) 



1 . 2 . 3 . . (2p + 2) 



B, +1 I»+. 



Řada (51) při | x | ■< -5- konverguje absolutně, tak jako 

i řada 

, a; 1 _ #' 



1.2 T 1.2.3.4 

sir 

1 



2x ~ 2 1 2 1.2.3^2 1.2.3.4.5 
Srovnáme-li koefficienty stejných mocností x v součinu a 
této řadě (či. 70.), obdržíme rovnice 

A. = l 

» L_ a ! 1 

' 1.2 ^— 2 1.2.3 



- 2 \2p + l ' 



z nichž posloupně vypočteme A , A,, A 15 . . Rovnice ty ukazují, 
že čísla A, a tedy vzhledem k (52) i čísla B jsou racionálna. 
Nalezneme posloupně: 

A--Í-, A- i, A.-J-. A,= -ÍL, 

— 31 A — 691 » _ 109 22 
< — 2835 ' " — 155925 ' ' ~ 6081075 '" 
a 

B, = T , B, = 15 - B, =1S -, B^-jg-, B, = 15 -, 

— JÍL — JL — 3617 B _ 4 3867 

■ ~~ 2730 ' ' ~ 6 ' ' ~~ 510 " ~ 798 ' 

_ 1746 11 _ JÍ545W 

" — 330" ' " ~~ 138 

Čísla Bernouilli-ova, jež možno i mnohými jinými rozvoji 
po způsobu rozvoje. (53) definovati, vyskytují se v četných otáz- 
kách analyse a mají zajímavé arithmetickó vlastnosti. 



Kapitola VI. 

Funkce vice proměnnách a funkce implicitní. Vznik 
rovnic differenciálných. 

8tí. Parciálné d. částečné derivace a diferenciály. 

Dána-li funkce u více oeodvisle proměnných, n. p. tří 

u = f(x t y, z), 

a mají-li y, z pevné hodnoty, jeví se u jakožto funkce jediné 

proměnnou, jejíž derivaci — ač-li existuje — označujeme f s (x,y,z] 

a zoveme částečnou derivací funkce m vzatou dle x; obdobně 

sluje differenciál funkce u stanovený pro přírůst dx při stálých 

hodnotách #, b částečným differenciálem a značí se d x u, tak že 

d,« = fx(x, y, z) dx- 

Obdobně se definují částečné derivace f',(x, y, 2), /'»(«, y, z) 

a částečné differenciály 

dju =/'j(x, y, z) dy, d^u =f I (x, y, z). 
Na základě této definice možno také parciálné derivace 
psáti ve tvaru differenciálných poměrů 

r.fr».«>=4r. a(«,»,í)=-^' atd. 

Dle Jacobi-ho se parciálné derivace označují stručněji vy- 
necháním indexu při d ale pomocí nové litery 3, při čemž 
proměnná, dle níž se derivuje, jmenovatelem jest dostatečně 
vyznačena : 

f t (z, y, g) = -^- , /, (x, y,s)= — , atd. 

Při tomto označení není dovoleno -=— pokládati za zlo- 
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mek, a tedy čitatele od jmenovatele odděliti, poněvadž by pak 
3u inasílo vyznačovati různé hodnoty d»«, d,u, atd. ; nutno tedy 

-^- pokládati za nedílný symbol, vyjadřující derivaci/,. 

Parciálná derivace částečné derivace sluje částečnou deri- 
vací druhého řádu, atd.; n. p. derivace f x (x, y, 2) může míti 
Částečné derivace dle x, dle y a dle z, jež se označují 

/■-(*, y, z), f ir (x, y, z), f\.(x, y, *), 
a derivace f T (x, y, z) může míti obdobně tři částečné derivace 

/V(*i y> *). /■»(«! JS *). /"í»(*i y. *)> 
a pod. dále. 

Druhým částečným differenciálem funkce ti zoveme částečný 
diiferenciál některého prvního částečného diferenciálu stanovený 
za supposice. že diferenciály neodvisle proměnných dx, dy, ds 
jsou stálé; druhé differenciály částečné možno označiti did*u, 
ó r (i,w, . ., tak že 

á,á,« = á,[AO, y, z) dx] =/"„{x > y, s) dx*, 
d»d,« = dx [/,(*, y, z) dy] = /*,»(«, y, *) <k*fy, 
d,d»ti = á, [fjx, y, a) da] = /"„(«, y, jí) ťtrdy, 

a pod. dále. 

Také druhé částečné derivace možno napsati ve tvaru dif- 
ferenciálných poměrů 

a , , \ d,d x w ... . . djd*u , , 

rw, », ') = -si- • /■■»(', », •) = ~Sf ' atd - 

aneb stručněji označením Jacobi-ho 

*, r \ <**" a. i i 3 1 " ,j 

/"»(*, » ») = -*?■■ /",(». »■ «) = iíjj- >td, 

kde symboly na pravé straně jsou opět nedílné. Přihlížeti k po- 
řadu derivování jest ostatně zbytečné, jakož ukazuje následující 
Článek. 

87. Bez významnost pořadu derivací. 

Parciálná derivace libovolného řádu není závislá na pořadu 

derivaci, jestliže funkce a její derivace aĚ do řádu uvalovaného jsou 
spojité. 

Provedme důkaz nejprve pro funkci dvou proměnných 
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která má částečné derivace prvního a druhého řádu a 8. 
spojité. 

Jde o důkaz, že /'„(ar, y) — f^x, ý). 
Udělíme-li proměnným hodnoty x a , y a zvětšíme-li x m o h, 
jest přirůst funkce /(*, + H, y,) — f(x % , y ); zvětgíme-Ii y, o h, 
jest přírůst tohoto přirůstá 

f(x + A, y. + A) -/(*„, y, + A) - [/(*. + *, y.) -/(*„ jr.)], 
t. j. výraz 

v =/(x. + *,». + *> -/(*. + *, ».) -/(*., ». + *) +/(*., y.). 

jejž nyní vyjádříme dvojím způsobem. 

Utvoříme-H funkci jedné proměnné x 

<p (*)=/(«, y, + *)-/(*.*), 
jest patrně 

V = v(* fl + *) — »(*<,), 
a tedy dle Či. 68. 

V = A 9'(*o + #A), < » < 1. 
Avšak 

»*(*) =/»(*, y„ + *) — A(*. »o). 
a tedy dle téhož článku 

qr/O) = kfsriz, y + #,*); < *, < 1. 
Tím poslední výraz pro V přejde do 

V s= A* /'„(*„ + **, y + #,*). 

Drahého výrazu pro V dojdeme, provedeme-li tuto úvahu 
tím způsobem, že navzájem vyměníme úlohy, jež připadly pro- 
měnným x a y; utvořme tedy funkci jedné proměnné y 

*<*)-/fc + *,*)-/(*.. y). 

a máme patrně 

v = v (y, + *) - v (*•) = * v'(? + ^*), o < ** < i. 

Avšak 

f'(y) =A(*. + A, y) — AO,, r) = */W*. + *'i*. y). o < #', <: i, 

Čímž poslední výraz pro V přejde do 

V = khf JI {x B + &\h, y t + d*k). 
Porovnáme-li oba výrazy pro V nalezené a dělime-li je součinem 



A4, obdržíme 

/V* + »h, y + #,i) —f'n{x a + ů\k, y + *'*); 

bliží-li se % a £ nulle, obdržíme vzhledem ku supponované spo- 
jitosti derivací 

jak bylo dokázati. 

Z okolnosti, že dovoleno pořad dvou po sobě jdoucích de- 
rivaci obrátiti, vychází ihned, že pořad derivací vůbec jest bez- 
významný. .•',.- 

Máme-H n. p. funkci tří neodvisle proměnných u =/(#, y, z), 
nalézáme posloupně, za posunované spojitosti funkce a derivaci, 

, (í) fW „,. 3*« 3*w 

/£ = /« = /«>=/£), a pod. 

88. Totálný differenciál a jeho souvislost s přírástem 
funkce. 

Totálným differenciálem funkce u více proměnných zoveme 
součet jejích parciálných dififerenciálů a značíme jej du; pro 

m = /(#, y, 'jř).jnáme tedy totálný differenciál 

dw — (Í»íí + <ří« + d t u =fx(z, y, b) dx -\-f;(x, y, z) dy +/»(#, y, z) dss 

' = -=— «£ + -=— % + -= — rf*. 
3a: 3y * 9í 

Z této definice vychází ihned oprávněnost vety: 
Má-li funkce u proměnných x, y. «... pro .všecky jejich hod- 
noty, v jistých mezích obsažené, stálou hodnotu, jest totálný diferen- 
ciál du v tomto oboru nullou, a naopak, platí-li v jistém oboru 
rfw = 0, jest v něm u stálou, Jest-li totiž w stálé, jsou všecky 

parciálně derivace -^— . — — . — — . - - nullami (&. 62.) a tedy 

du = ; jest-li naopak du = 0, tu vzhledem k tomu, že differen- 
ciály dx. dy, ds, . . jsou libovolné, soudíme, že 

-£- = 0, *L = , ^- = 0,.. 

ox óy ůs 

Z první rovnice soudíme dle řl. f!8., že w jest nezávislé 
•na x, z druhé, že jest nezávislé na y, atd.. a tedy že jest stálé. 
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Jsou- li v, 10 funkce týchž proměnných x, y, z, . . a platí-li 
v jistém oboru dv = dw, různi se vněmt; aw jen o stalou a na- 
opak; neboť pak d(v — to) = 0. 

Pii funkci jedné proměnné u~f(x) o derivaci /*(»).": jsme 
nalezli mezi přír&steín funkce Ju a differenciálem jejím f{x) Ax 
vztah (CL 81.) . I 

Au = f(x) Ax + * Ax = du + í Ax, 
kde * se stává současně s Jx nekonečně malým. Obdobný vztah 
mezi přírůstem a totálným differenciálem platí též u funkcí více 
proměnných. 

Jest-li w =f(j; y, z, . ,) funkce více proměnných o spojitých 
prvních parciálných derivacích, tu platí pro přírůst funkce, příslušný 
přirůstám Ax, Ay, Az, . ., 
áu =fjx, y, z, . .) Ax + f t (x, y, z, . .) Ay +/.(*> ?i *> • ■) ** + > • 

+ aAx + §Ay + yAz + . . = du + «Ax + & Ay -j- v Az + . ., 
kde «, /í, y jsou současné s Ax, Ay, Az . . nekonečně malé hodnoty*). 
Při lira Ax = 0, lim Ay = 0, lim Ag=:Q,'.. jest i lim Au — 0, 
t. j. w jest pak nutně funkcí spojitou proměnných x, y, g, . . 

Pro funkci dvou proměnných u = f(x, y) pišme 
Au=f(x + Ay,y+ Ay) —fix, y) 

== /■(# +Ax,y + Ay) — f(x, y + Ay) + f{x, y + Ay) — fix, y); 
nyuí 
fix A- Ax,y + Atj) —/(a:, 1/ + Jy) = Axf x (x + »Ax, y + Ay) 
= Ax[f x (x,y)+ a ], 

kde a — f í (x-$-frAx,y + Ay) — f-Áx, y) má za limitu pro lim 
Ax = 0, lim Ay=Q, jelikož jsme funkci dvou proměnných f' x (x, ý) 
supponovali spojitou. 

Obdobně 
As, y + Jy) -fix, y) = Ay /%(*, y + #'^jf) = AyW,ix, y) + fl, 
kde =/',(#, y + fr^y) — /",(«, y) má za limitu pro lim A§ = 0. 
Tím íÍm nabývá tvaru 

Au = Axf' x (x. y) + Ayf,(x, y) + « ^a: + (S ^y, 
jak bylo dokázati. 

*) Při funkci jedné proměnné nebylo k platnosti analogické věty třeba 
derivaci supponovali spojitou; v. či. 61. 
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Jde-li o funkci tři proměnných u=f(x, y, z), stačí její pří- 
růst napsati ve tvaru 
Ju = f(x + 4x y y + Jy, z 4- Jz) —f(x, y, z) 

=f{x -f Jx, y + ^/y, * + A) — /(»« y + ■*?, * + A) 
+ / to y + Jy, * + 4*) — /(*, í) 2 + ^*) 
-f /(#, y, 2 + J*) — /(«, y, s), 

abychom applikací věty o přirůstá funkce jedné proměnné došli 
k výsledku 

áv, = Jxf,(x, y, z) + Jyfjix, y, z) + Jzf.(x, y y z) 
+ aJx+pjy + 7 Jz, 

a obdobně pro funkci jakéhokoli počtu proměnných. 

89. Differenciál funkce složené z více funkcí jedné pro- 
měnné. 

Pomocí předchozí formule odvodíme pravidlo pro differen- 
cování funkcí složených z jiných funkcí. Mějme funkci n. p. 
tří proměnných 

u=f{x,y,z), 

které nechť jsou dané funkce jedné proměnné t, čímž « se jeví 
býti funkcí této jedné proměnné, a předpokládejme, Že má w Čá- 
stečné derivace prvního řádn vesměs spojité, a že také funkce 

x = <p(ý), jř — *(ť), í = j[(Q 
mají derivace. 

Značí-li M libovolný přírůst, Jx, Jy, Jz, Jv, korrespondující 
přírůsty hodnot x, y, z, w, máme za učiněných supposic 

Ju = /*»(«, y, z) Jx + f y (x, y, z) áy + f,(x, y, z) Je 
-f- a Jx + Jy + 7 /Í2, 



a tedy 



Jt 



=fJfr 9, «) -£■ + Ata * *) -2- + AC*. *. ') " 



+ «- 



Pro lim Jt = mají také ,4z, ^y, J2 a tedy i «, / 
mitu 0, a obdržíme 



-jg- = />,(*, », «) -jí- + A(*, », «) -J- + A(*. y, «) Tf 

iu dx , 3» dy , iu dss 

~ tx~ďT~*~ 3y ~dT + "W ~&T ' ' 
dw = /,(*, y, z) da +/,(*, y, 2) <iy + /.(ar, y, z) <** 
í« , , 3u , . 3u , 

= -sf - 21 + ^r *** + -5T *' 

t. j. diferenciál složené funkce se rovná součtu parciálních dife- 
renciálů; ovšem nyní nejsou dx, dy, dz differenciály neodvislých 
proměnných, a tedy libovolné hodnoty, nýbrž jsou to hodnoty 

dx = ip'(ť)dt, dy = ý(t)dt, dz = x '(t)dt 
závislé na jednom libovolném differenciálu dt. 

Pro funkci «=/(.r) závislou od a; = <p(ť) nalézáme 
du=f(x)dx i 
kterou formuli jsme již v 61. 63. odvodili. 

Závisí-li m n. p. na třech funkcích additivně 

M = x + y — 2, 
máme 

Du , 3u , 3w 

a tedy 







du = dx ~f- dy — dz, 


jakož bylo 


již 


v 61. 62. nalezeno. 


Máme- li 








u = xyz. 


jest 




l>u Du 3m 

-=— = V2, -=— = xz, -=— = -ty, 
Dx 3y 32 


a tedy 




du = yz dx + 2.r áy + #y tía, 


jako v 61. 


62. 




Pro 







a tedy 

" 1 , x , ydx — xdy 
du = — dx =- dy := -£ — — ; 2~. 

y y y 

jako v 61. 02. 

Konečně" pro « = ;c* máme 

3m . du . , 

a tedy 

du = yx J ~ x dx + x* log a; íž#, 
jako v či. 04. 

90. Totálný ditferencíál funkce složené. 

Budiž « obecně funkce n proměnných 
« =/(#i>%,. . -x a ), 
jež opět jsou funkcemi m proměnných £,, É 3 , . . % m ; tím jest u 
složená funkce proměnných ;. 

Parciálnou derivací -^- rozumíme derivaci stanovenou za 

té supposice, že 5a, . . 5 m jsou hodnoty stálé, Že tedy w poklá- 
dáme za funkci složenou z fuukcí #,, # 2 , . . #„ jedné proměnné 
Ě, ; dle předchozího Článku tudíž máme - 

du du dx, du dx t , du l)x B 

~%~ Hx t "^T"*"^"'3ir + "" t ""Šir ~3ÍT' 
a ovšem obdobně 

9m 3«_ dx, du dx 2 , 3m dff n 



3m _^ du dx t , iu ttx a du dx B 

Znásobíme-li tyto Částečné derivace resp. differeuciály d£,, 
<J£a« ■ • <^5m a sečteme-li součiny, obdržíme v levo totálný diffe- 
renciál du a na právo sečítáním dle sloupců: 

, du I dx. ,, . dx. ... . dx. ,. \ 

dx, \ <*£, ' ' 7>Xq J 3; m I 

. 3« / 



í(tt 



,+■ 



3m / Hx a 
' ?>z«\ 3;, 



'-«, + ■ +^ř« 



V závorkách stojí patrně totálné differenciály funkci a:,, 
# a , . . /'„, čímž 

, Du , , <)« , . . '3« ' ,_ 

3a;, ' ' 3.r 9 a ' B:r„ 

t. j. totálný diferenciál složené funkce se rovná součtu jejích par- 
ciálních diferenciálů tak stanovených, jako by x, , %„, . . x a byly ne- 
odvisle proměnné; zde ale dx x , dx s , . . dx u značí ovsem totální 
dilferenciály funkcí x^. x t , . . x a . 

91. Totálné differenciály vyšších řádů. 

Druhým totálnýni diiferenciálem funkce více neodvisle pro- 
měnných rozumíme totálný ditferenciál prvního totálného differen- 
ciálu stanovený tím způsobem, že pokládáme differenciály ne- 
odvisle proměnných za stalé. 

Třetím totálným differeneiáleni rozumíme totálný differen- 
ciál druhého totálného differenciálu, při Čemž differenciály ne- 
odvisle proměnných zase pokládáme za stálé, atd. 

X. p. pro funkci w dvou neodvisle proměnných x, y máme 

du = d x u + djU ; 

parcíálné dilferenciály tohoto totálného differenciálu jsou 

d*du e= dlít + dxďjtt, 

d } du ^ djd x it + djU, 

a jich součet jest druhý totálný ditferenciál ďu. Vzhledem ku 



i tedy 



d,i 


.« = 


= *(£ 


dx\ = 


3'u 


dxdy. 


d,d 


,« = 


-Hw 


*>) = 


3>i( 

3y 3z 


dxdy, 






d.d,u 


= d,d. 


.«, 




ďu = 


ďíu 


+ 2d x d, 


,u + d 


!« 




ií ! » = 


3 S K 

3i" 


dx* + 2 


3»» 
.. .. ( 

3a- 3y 


lxdy + ^ dy 1 . 



Totéž obdržíme, stanovíme-li totálný differenciál diffe- 
renciálu 

pokládajíce dx a dy za stálé; tím 

3* 3 3 3« , , , 3tt 



Sardy 



jako nahoře. 

Opětným differencováníin při stálých dx, dy nalézáme 

= diu + Sdldjtt + 3d,dJ« + d»«, 
což možno symbolicky psáti 

= (& + <(,)'»; 
a obecně symbolicky 

i-» = (i r ^+A Í! , + ^* + ..)'„=k+<i, + í.+..)-«, 

je-li « funkcí neodvisle proměnných x, y, 2, . . 

Jest-li « funkce složená z hodnot ar,, a; a , . . x n , které samy 
jsou funkce neodvisle proměnných £,, fj, . . Ě m , nutno při po- 
čítání vyŠSích totálných differenciálů d 3 u, d 3 u, . . míti na paměti, 
že diferenciály neodvisle proměnných dq„ d^, . . d$ m pokládáme 
za stálé, nikoli však differenciály funkcí x, t x t , . . x a , které dle 

j ^ x r J= i i **» jí. 

<fa, = ^d5, + .. + ^ií. 

obecně nejsou stálé, nýbrž funkce hodnot £,, f a , . . | m . 

Mějme na př. u = a: 1 + ?*) kde a;, # značí funkce dvou 
neodvisle proměnných j>, «: 

a; — £f cos a>, y = p sin o. 



Zde 

du = 2a; (ir + 2y dy, 
d a « = 2 (da; a + dy a ) + 2 (id 1 * + y d a y). 
Chceme- li do těchto dvou totálných differenciálů zavésti 
proměnné p, to, musíme za dar, d#, d a a;, d a y vložiti jich hodnoty 

dx = cos e»dp — e sin wdw, dy = sin wdp + e cos wdw, 
ďa; =: — 2 sin a> dp d<» — p cos <o dw a , 
d*y = 2 cos « dp ddi — p sin tu dm 1 , 
při jichž stanovení jsme dp, dm pokládali za stálé ; tím na- 



d« = 2pdp, d a w := 2dp a , 
což vzhledem kuz; 1 jest správné. 

92. Věta Tayloroya pro funkce YÍce proměnných. 

Budiž 

u=f(z, y, z, ..) 
funkce více proměnných a uvažujme přírůst její 

z/ti =f(x„ + h,y + k, z, + l, . -/(*„, ío, *v ■ •). 
příslušný přechodu od hodnot x , y , 2 , . . k hodnotám x + fc, 
y c + *> *o + 'i ■ • ; jde ° rozvoj tohoto přírůstu postupující dle 
mocností přírůstu h, k, l, . . 

Učinime-li v u 

x = x t + ht, y = y + kt, ss = z g -f- W, ■ •> 
stane se u funkcí jedné proměnné t, složenou z x, y, z, . . : 

u=f(x,y, *,..) = F(ť); 
speciálně máme 

F(0) =/(x t , y„ m„ i .), F(l) ~f(x + h, y + ft, *, + /,. .), 
tak že zmíněný přírůst J« = F(1) - F(0). 

Má-li f(x, y, z, . .) všecky derivace až do «-té, má také 
F(ť) posloupné derivace až do »-té, a s. se tyto vypočtou dle 
či. 89. Nejprve 

r w ~ txdt^dydt^-dzdt " 1 "*'' 



čímž 






což možno symbolicky psáti 

kde tedy symbol na pravé straně značí součet parciálních deri- 
vací funkce ti násobených resp. hodnotami h, i, i, . . 
Opětným derivováním nalezneme 

r,,,,,, , 9 itu , . )tt . , )« , , \ 

+ i ' /<*» + ;* i +<*( + ..) 

(ty \3z 3# 32 ^ 



'Ta' T 3y* T Je" T ' 

+ i/í-li 4- S-tt-W + 2 5TT H + ' - 
aneb symbolicky 

a obecně 

*"»=(£»+£»+£'+'■■)'* 

kde nutno «-tou mocnost rozvinouti dle věty polynomické 
tak, jako by ^— , =— , . . byly zlomky, a vycházející součiny tvaru 



dx« dt/fi 



Z toho patrno, že F (o) (<) se jeví jakožto celistvá homogenní 
funkce «-ho stupně hodnot h, k, l . ., jejíž koefficienty jsou 
částečné derivace w-ho řádu funkce « =/(#, y, e, • -)i >' nichž 
x, y, e, . . mají hodnoty x e -\- M, i/ + kt, s„ + It, . . 



UŽijime-li nyní Mac-Laurinovy formule (či. 73.) 
F (O = F (0) + i- F(0) + ~ F"(0) + . . 

a vložíme-li za F(0), F'(0), . . F< n -"(0) jich hodnoty, plynoucí 
z vypočtených, klademe-li a; , y 0( z , - . za y, y, z, . . , a za F(I) 
též jeho hodnotu, máme žádaný rozvoj 
(1) /(*„ + A, «, + jfc, *,'+ i, . .1 --= /K, .v 01 j 01 . .) 



i 1 / 9 . , 3,, » , . 


■);• 


+lf(s i + £ i + 5r , + 





-K., 

kde index k liteře w připojený značí, že ve všech Členech 
symbolicky vyznačených po jich vyčíslení nutno x, y. z, . . na- 
hraditi hodnotami x Vi y,„ z , . ., a kde zbytek R„ jest dán formulí 

< 2 > »■=£(£* +£*+'£' + •')""»■ 0<e<1 ' 

při čemž index * při m značí, že po vyčíslení tohoto symboli- 
ckého výrazu nutno hodnoty x, y, z, . . nahraditi resp. hodno- 
tami x -\- &h, y v -\- &k, z t + ■&/, . -, v nichž & značí Číslo mezi 
a 1 položené. 

Speciálně pro funkci f(x, y) dvou proměnných mánie, pí- 
šíce na právo / místo v, 

f<* + h, y a + *) = /(,„, ■, ) + ^.*+ V.*^ 



+4-/44- *" + 2 /-'- hk + r-4- *«) + ..+ — - 



i/w, u , n ay , ■, ay 

ftc"-' v 32 n - a 3y dy° _! /„ 

= — í -íli- A° + « - =—" ft * H ", T- - -T 1TJ-T-2 *" * 



|»\3ai" 



'2 9a:" -2 (fy 2 



+ "+£»), 



kde index O opět značí, že v příslušném výrazu nntno x, y na- 
hraditi hodnotami x a , i/ , a index &, že nutno x, y nahraditi 
hodnotami x 9 + &h, y„ + #&, a kde o hodnotě # jen tolik 
víme, že < * < 1. 

Platnost rozvoje Mac-Laurinova pro F(l) užitého se opí- 
rala o konečnost derivací F'(ř), F"(ř), . . F (n >(ť) od t = do ř = 1, 
a ovšem i spojitost funkce F(ť); to ale jest vše zabezpečeno 
spojitostí funkce ý(x, y, z . .) a jejích derivací částečných až 
vřetně řádu n-ho pro všecky hodnoty x, y, z, . . od hodnot x oy 
y 0> & , ■ . do hodnot x -f- h, y -\- k, $ f + i, . ., a ^a těchto sup- 
posic platí tedy formule Taylorova (1). Plaťí-li tyto supposice pro 
každé n a jestli mimo to lim R„ =0, platí nekonečný Taylorúv 
rozvoj n = = 

(3) f(x, + h,y,+ k, *, + i, . .) =/(*„ y„ »,) 

Formule Taylorova (1) přejde do Mac-Laurinovy, klade- 
me- li speciálně # = 0, y„ = 0, a p = 0, . . a píšeme-li x, y, s, . . 
misto h, h, í, . . Tím nabýváme Mac-Laurinovy formule 

(4) /<*,», ...,)=/(0,0,0, . .)+(V_), + (.jL), 

+ ^[(^)r + (^)/ + (^ + - +2 (^ + -] 

L_í/i!Z'/ 






kde 

(5) 



+-(i^r).^+--i' 



a index značí, že nutno v příslušné derivaci nahraditi x, y, 
e, . . nullami, index # pak hodnotami &x, &y, &z, . ., kde 
0<#<1. 

Rozvoji (3) možno dáti jednoduchý tvar zavedením totál- 
ných differenciálů funkce f($ g , y„, z , . .); učiníme-li dx :s &, 



dy = k, á*» = l, , ., jest dle Či. 91. 



i tedy možno (3) psáti 



*, = 4 r. = «ř. + -&+ I # l +., 



čímž přirůst funkce vice proměnných vyjádřen jejími totálnými 
differenciály a s. touže formulí, kterou jsme vyjádřili přírůst 
funkce jedné proměnné v či. 72. 

Jest-li funkce f(x, y. z, . .) racionálna celistvá funkce n-bo 
stupně, jsou její částečné derivace n-ho řádu vesměs stálé, a 
tedy vyšáí derivace 0; rozvoj Taylorův (3) jest tedy pak ko- 
nečný, a s. končí Členem n-ho stupně v přírůstcích A, i, Z, . . ; 
a také opak jest patrný. 

93. Existence implicitní funkce jedné proměnné a je- 
jich derivaci. 

Jakož jsme již podotkli (či. 37. a 44.), může funkce ;/ jedné 
proměnné x býti dána implicitně, t. j. rovnicí f(x, y) = 0, jíž 
raá hověti. Přihlédněme nyní k výminkám, za kterými jedna 
rovnice mezi dvěma proměnnými stanoví jednu jakožto funkci 
druhé, a k výminkám, za kterými tak stanovená funkce impli- 
citní má derivace. 

. V té příčině platí věta*): 

.Budiž f(x y y) = daná rovnice a a^, y„ dvě hodnoty pro- 
měnných ji hovící. Dále budiž fis prvními parciálnými derivacemi 
f*, fy v okolí místa x„, y„ **) spojitá, a koneěně budií /j(* 0) y ) š£ ; 
pak existuje funkce y proměnné x, y = <p(x) a jen jediná, jež v okolí 
uvažovaného místa hoví dané rovnici, tak že pro kaidé x jeho platí 
f(x, (p (x)) = 0, a jež pro x = x t nabývá hodnoty y = y B . Tato 
funkce y = tf (x) jest spojitá a má určitou a konečnou derivaci. 

Buďte h„ k, dvě kladná čísla tak volená, že pro každé x 
mezi x t — A, a x a + h, a pro každé y mezi y„ — &, ay + kj 
jest f i s derivacemi f'», f r spojitá. Hodnoty h„ k, volme záro- 

*) U. Díni vAnalísi infinitesímale vytknul tuto Tetu, jejíž důkaz podán dle 
Ginocíki- Ptané, 1. c. pag. 138. 

**j t j. pro vSecky hodnoty x, y, činící 1 x -■*,, |, | y— y„ | menší než určitá 
kladná čiala. 






veň tak malé, že f x (x, y) jest stále číselně menší než libovolné 
kladné Číslo A a že fj(x, y), kteráž funkce pro x = x , y = g dle 
supposice nevymizí, jest číselně stále větší než určité kladné 
číslo B. Patrně můžeme i předpokládati, že AA, < BA, vzhledem 
k tomu, že A, možno voliti libovolně malé. 

Dle věty Taylorovy pro funkci dvou proměnných f(x, y) a 
vzhledem k /(*„, f/ ) = máme 

(6) f(x a + h,y a + k) = h /',(>„ + &h, y B + ftft) 

+ A f T (x + frA, y„ +»h\ < & <: 1. 

Béřeme-li v této formuli | h. \ S K I * I S *i. ta *i + #& 
jest mezi x B — A, a #,, + A,, a y + 3-A mezi y — &, a y -f- A, ; 
pročež 
| AO,, + ffA, y + ftĚ) | <: A, | */",(*, + #A, J/ + #*)!< *iA 

Dále jest stále | hf,(x, + #A,y + ftfe)) j ■> i,B, a tedy jest 

v (6) na pravé straně první sčítanec číselně menší než druhý, 
a má tedy pravá stranatotéž znamení jako druhý sčítanec. Tento 
ale pro A = + i, a pro A = — A, má různá znamení, neboť 
součinitel fj(x -\-9fi, »/„ + #£) má stále totéž znamení. Funkce 
f(# -+- A, j/ + £), která tedy pro A = -{- A, al = — A, nabývá 
rfizně označených hodnot, jest jakožto funkce proměnné A spo- 
jitou, a tedy vymizí pro hodnotu k mezi + A, a — £, polože- 
nou (či. 4*2.); při pevném A existuje jediná taková hodnota A, 
neboť ze supposic 

/(*o + A, y + A) = a' f(x B + A, y a + A') = 
by dle věty Rolle-ovy (článek 68.) plynulo, že také derivace 
'A(*o "+" *- ^o ~i" A") = pro jisté A" mezi y a ff' položené, věc 
vyloučená, poněvadž ' /V(#, y) nevymizí pro žádné hodnoty x, y 
uvažovaného oboru. 

K libovolné hodnotě x intervallu (x — A, . . x n + A,) exi- 
stuje tedy vždy jedna a jen jedna hodnota y mezi y„ — A, a 
y +*i položená, která hoví rovnici f(x, y) — a která pro 
a: = « nabývá hodnoty y = #„, neboť z (6) pro A = plyne 
také k := 0. Souhrn těchto hodnot y tvoří spojitou funkci, po- 
něvadž se hodnoty ty od y liší o méně než o k l) které číslo 
možno voliti libovolně malým. 

Tímto způsobem stanovená funkce y proměnné x má pro 
x = x a derivaci. Udělíme-li totiž x hodnotu x a + A a nazveme -li 



tfn + * příslušnou hodnotu y, tedy máme 

/(•*■ + K y« + k) = o, 

t. j. dle (6) 

*/*»(*<, + **. p« + & k ) + */V(*« + Q,l < v* + **) = °, 

odkud 

k ť,(?o + #A. y, + #*) ' 

Pro lim k — jest vzhledem k spojitosti funkce y také 
lim & =: 0, a vzhledem k supponované spojitosti parcialnýcli 
derivaci 

lim A(*o + °K Po + **) =/.(*., Vo)> 
lim f,(x + **, y + &k) = /V> . y ) ^ 0. 



- určitou konečnou limitu 



lim 



_ = Ě!L — „ A(*«. y») 



Volíme- li za x jinou hodnotu než x B a označíme-li y pří- 
slušnou hodnotu funkční, bude vždy, dokud f,(x, y) nevymizí, 
platiti 

dy _ ř*(x, y) , 

čímž existence derivace dokázána a ona sama vyjádřena jakožto 
funkce složená z x a y, při čemž (/ jest nahoře stanovená, zcela 
určitá funkce proměnné x. 

Jsou-li i druhé a vyšší parciálně derivace funkce f(x, y) 
spojité, má y i vyšší derivace, neboť pak dovoleno nalezenou 
složenou funkci dále derivovati, čímž bychom ony vyšší derivace 
skutečně obdrželi. Rychleji dojdeme cíle, uvážíme-li že f(x, y) 
jest složená funkce, závislá venkoncem na jedné proměnné xj a 
mající stále hodnotu 0; jest tudíž i její derivace t. j, 

*L+1LA>l = 

T>x 3.1/ dx ' ' 
odkud by plynula hořejší hodnota pro -j — 

Levá strana této rovnice jest složena ze tří hodnot x,y,~J^-* 
jež samy jsou funkce x mající derivace, pročež opčtným derivo- 
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váním obdržíme 

»'/ 

ta* 



, , Vf dg Vf /<fr\' Hf ď) _ 

"*" to J» ifc T 3ř" ^ As ,/ T 9jf <fc' 



odkud plyne, vzhledem k 

Dalším derivováním této rovnice obdržíme rovnice, z nichž 
poslonpně vypočteme JK -i . ., u kterýchž hodnot se vyskytuje 

stále týž koefficient ~- různý od nully. 



Jest-li funkce y definovaná n. p. rovnicí 



máme, pokládajíce levou stranu za funkci složenou, jejíž hod- 
nota jest stále 1, derivováním a krácením 2 



b* dx ' dx a fl y ' 



dalším derivováním 

odkud, vložíme-li za -s— vypočtenou hodnotu a přihlédneme-li 



k dané rovnici, 














i" 




a 1 




E 5 ~~ 


6< 


Dalším 


derivováním poslední rovnice a krácením 


1 






dx dx° ^ s 




= 0, 







odkud bychom vypočetli třetí derivaci, atd. 

94. Implicitní funkce více proměnných. 

Jest-li obecněji rovnici 

f(x t , Xa. . ., Xm, x) = 

mezi m + 1 proménnou *,, a^, . . *„,, ar vyhověno soustavou 



hodnot a,, a a , . . a„, a a jest-li v okolí této soustavy funkce f 

i se všemi prvními derivacemi spojitá, mimo to -=— pro tuto 

soustavu různá od nully, pak existuje funkce x = <f(x Ř , x % , . . x m ) 
a jen jediná v okolí místa o,, a,, . . a„, jež vložena, za x do /= 
této rovnici hoví pro všecky hodnoty proměnných; funkce ta 
jest spojitá, nabývá pro i, = a,, x t = a a , . . x m — a m hodnoty 
x = a, a má parciálné derivace prvního řádu. 

Důkaz této věty možno provésti podobně jako důkaz v pře- 
dešlém článku, k čemuž zde však budiž jen poukázáno*). 

Parciálné derivace funkce x samy možno z dané rovnice 
ihned vypočítati ; pokládáme- li x a , . , x n za stálé, máme dle před- 
chozího článku 



V ■ V »* — V . |_ V to _ Q 

3«, 3a; 3*, ' ' "' 3x m 3a; 3a;« ' 

odknd vzhledem k ™- ^ žádané parciálné derivace -= — 
3s 

dXn 

Má-li / také spojité parciálné derivace vyšších řadů, má 
i x parciálné derivace vyšších řádů, které vypočteme z rovnic 
plynoucích opětným derivováním rovnic právě odvozených dle 
všech neodvisle proměnných. Tím obdržíme z rovnice první 





+ 2 


3a: 3a;, 


Ba; 
3a:, 


+ 


Zx' \ 


to \ 
toj 


3/ 3'* 


= 0, 


Vf 
dx^te, 


- + 


daříte, 


3a: 
3a; a 


+ 




to 
3a;, 


+ -££• 


to 
to, 


to 

to a 
















Ť 7>x 


to, to, 














av 


>'x 




Vx 



a derivováním dalších hořejších rovnic ostatní druhé derivace, 
a t. d. 



•) Genoccki-Ptane, 1. c. pag. 141. 



95. Více implicitních funkcí současnými rovnicemi de- 
finovaných. 

Dvěma rovnicemi mezi třemi proměnnými 
F O, y, z) = 0, f(x, y, z) — 0, 
vyplněnými hodnotami # , y 6 , # , jsou y a z definovány jakožto 
funkce jedné proměnné x v jistém okolí místa x = x a , za sup- 
posice, že Fa/ i se svými prvními parciálnými derivacemi jsou 
spojité a že mimo to pro x = x„ nevymizí determinant 

}f_ JF_ _ V J¥_ 

T)y Zs 9# ty 

a funkce ty mají derivaci; k důkazu budiž jen poukázáno (1. c. 
pag. 144). 

dz 

funkce jedné proměnné x složené z x. y, z ; tím máme dvě rovnice 

.?L +_?L_^L 4--?L — — 
Zx Hy dx ' dz rix ' 

v + v_ jt , v :. * =0 

lineárné vzhledem k hledaným derivacím, z nichž tyto možno 
vypočítati, poněvadž determinant z koeficientů neznámých vzhle- 
dem k supposici jest rňzný od nully i v jistém okolí místa x . 
Jlají-li Fa/ i druhé parciálně spojité derivace, možno tyto 
rovnice opět derivovati; tim obdržíme 

3 ' F + 2 *' F gg + 3'F / fr \' , 2 _Z1_ rf* 
3^' 9.r3y á-c 9# a \dx J dxdz dx 

íty32 <ř.r dx 9s* \ (fa j ^ dy dx 1 dz ilx a ~ 

a obdobnou rovnici, v níž stojí / místo F. Rovnice tyto jsou 
— ~ir~5~' J e ^ z n * c ^ mo ^ no vypočítati, 
jelikož determinant již zmíněný jest různý od nully, atd. 

Nejobecnější případ v příčině stanovení implicitních funkcí 
jest ten, že dána soustava n rovnic mezi m -+■ « proměnnými 

(7) /»(*,, • • *», y„ . . jrj = o, . . /■„(*„ . . x mi řll ..?») = o, 

jemuž hoví soustava hodnot 



funkce /, . . f a buďte 


i se svými parciálný 


iii derivacemi prvního 


řádu spojité v okolí místa a t1 . . a a , b„ . . b a a mimo to budiž 


determinant 




3£_ 3/, df, 
3y, ' dy t ' " T>y B 






d^_ _^ 3/„ 




3 — 


3 ďi 3y a ' ' Dy a 

}f*_ t *f» V\ 

3y, 3y a * 3y„ 





Pak existuje jedna a jen jedna 



na onom místě různý od nully. 
soustava funkcí proměnných x: 

y. = ďi C«i» ■ ■ *»),• • řn = t/ n (3-,, . . a-») 
definovaná v okoli místa a,, . . a n a hovící rovnicím (7) pro 
všecka x„ . . x m tohoto okolí, a s. jsou y,, . . y„ funkce spojité 
nabývající v místě a,, . . a„ liodnot 6,, . . b n & mající všecky de- 
rivace prvního řadu*). 

Determinant J sluje determinantem funkcionálným í. Jacohi-ko 
n funkci f vzhledem k « proměnným y. 

Parciálně derivace implicitních funkcí y, jichž existenci 
právě vyslovená věta zaručuje, snadno obdržíme, uvážime-Ii, že 
funkce / jsou funkce neodvisle proměnných a,, . . z m složené 
z těchto a z hodnot y,, . . y u , na nich závislých. Derivuj eme-li 
tedy rovnice (7) dle pravidla pro derivování funkcí složených 
platného a s. dle proměnné x t . obdržíme » rovnic 



y, , y, gg. 



fa, 



■bx. 



y, 



3Vn 3*. 



= 0, 



+ ", 



3*. 



fa_ 



3y a 



3jřn 



v nichž 



lineárných vzhledem k hledaným derivacím - 

zároveň determinant z koefficientu neznámých jest J a tedy různý 
od nully. Řešení jich jest známé. 

Mají-Ii /,, . ./o spojité parciálně derivace vyšších řádů, 
možno na novo derivovati a z obdržených rovnic vypočísti druhé 
a vyšší parciálně derivace implicitních funkcí y,, . . y n - 



*i Důkaz v 1. c, pag. 148. 



*■ + y a + ** = « a 

definuje z jakožto implicitní funkci dvou proměnných se, y. De- 
rivujeme-li parciálně dle x a dle y, máme krátivše 2, 



derivujeme-Ii první rovnici dle x a dle y, druhou dle y, obdr- 
žíme další tři rovnice 



, , / '* V . 3Sfr 

1 4- -t— I + i -^-r = 0. 



Z těchto pěti rovnic bychom nyní posloupně snadno vypo- 
četli obě první a tři druhé parciálně derivace funkce z, což zů- 
staveno budiž Čtenáři. 

Ostatně možno také danou rovnici differencovati, Čímž 
x dx + y dy + z dz = 0, 
a odtnd totálný differenciál 

dz= — — dx — dz; 

z z 

z něho soudíme, že 

dz x "bz y 

ix z by z 

Differencujeme-li na novo, majíce na paměti, že differenciály 
dx, dy neodvisle proměnných jsou stálé, obdržíme 

dx* + (řj/ 1 + dz* + z d*g = 0, 
a tedy pro druhý totálný differenciál 

d*z = —— (dx' + dy a + <&*) 
= - ~r [(*" + *') ^ + 2xy dx dy + (y s + z*) dy*]. 
z čehož (ČI. 91.) soudíme, Že 

9*g x* -f- z* d*z xy d*z y 1 + z 1 

Dx 1 2* Dxdy z" 3y* «* 



A podobně by se vypočetly vyšší parciálně derivace 

funkce e. 

96. Inverse rady mocninné. 

Jest-li hodnota l definována jakožto funkce proměnné y 
rovnicí 

5 = c„ -f c x y + c,y* + - ., 

kde řada mocninná konverguje pro | y | < R, vzniká úkol in- 
verse této řady, t. j. vyjádření hodnoty y jakožto funkce 5- 

Zavedeme-li novou proměnnou x rovnicí \ — c t = x, máme 
rovnici definující implicitní funkci y proměnné x: 

fix, y) = — x + c,y + c*y* + c 3 y* + . . = 0. 

Pro x = jest y = ; vzhledem k spojitosti parciálných 
derivací 

Mx, jí) = - 1, f,{x, y) = c, + 2^ + 3c 3 y a + . ., | y |< R 
jest za supposice / 7 (0, 0) = c, ^ implicitní funkce y v okolí 
místa x = spojitou a má derivaci. 

Poněvadž i vyšší parciálně derivace funkce f{x, y) 
/"„(*, y) = 0, /'„(*, y) = 0, /"„(*, y> = 2c 8 + 2 . 3c,y + . ., 
atd. jsou při | y | < R konečné a spojité (81. 74. ), má impli- 
citní funkce y, dokud f'j(%, y) nevymizí, všecky vyšší derivace 

a ' T* ' ' ' ' í0ne * Sn ^ a spojité. Dokud tedy c, + 2e^y + 3c 3 y* 
-+■ . . jest hodnota různá od nully, platí pro y konečný rozvoj 
Mac-Laurinův, případně — při lim Rn = — i nekonečný. 

Poukazujíce v příčině existence nekonečného rozvoje impli- 
citní funkce y na příslušnou větu *), podotkněme jen, že rozvoj 
ten 

y = a t x + a^x* + a 3 x* -f . . 

formálně snadno obdržíme, vložíme-li jej do relace /(#, y) = 
a seřadíme-li dle mocností proměnné x (či. 57.); pak musí, dle 
věty o neurčitých koefficientech (ČI. 70.), koefficienty u vSech 
mocností x vymizeti, čímž nabýváme relací 
— 1 + c.a, = 0, 



*) O. Stalt, GrundzQge der Differential- u. Intergralrechnuiig, t. I, pag. 

163 sqq. 
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c t a s + 26,0,0, + c 3 a,* = 0, 

z nichž vzhledem k c, ^ plynou posloupně a,, a,. . . 
Vyjdeme-li n. p. z rovnice 

kterou možno psáti 

1 -+- aj = e», 

obdržíme naznačenou methodou snadno rozvoj funkce 

y = log (1 + x) 
v SI. 77. odvozený. 

97. Vznik differencialnýcta rovnic obyčejných. 

Differenciálnou rovnicí zoveme relaci mezi neodvisle pro- 
měnnými, mezi jich funkcemi a derivacemi těchto funkcí; vy- 
skytují-li se v takové rovnici jen derivace funkci jedné pro- 
měnné, sluje differenciálná rovnice obyčejnou, vyskytují-li se 
derivace funkci více proměnných, tedy derivace parciálně, sluje 
differenciálná rovnice parciálnou. Řádem differenciálné rovnice 
nazýváme řád nejvyšší derivace v ní se vyskytující. 

Derivováním každé relace mezi proměnnými vzniká rovnice 
■differenciálná, a taktéž kombinováním původních relací a oněch, 
jež z nich derivováním odvodíme. Máme-li n. p. relaci 

Sř = «» 
kde « značí funkci proměnné x, obdržíme derivováním differen- 
ciálnou rovnici prvního řadu 

fy 

~-f- = ímm™-' . m' ; 
ax ' 

z této a původní rovnice snadno odvodíme differenciálnou 
rovnici 



dx 



- myu'. 



v níž se vyskytuje w v první mocnosti, a které ovšem hoví 
funkce y =: w m . 



Máme-li n. p. 



y = are sin x, 



jest 

d * — - -il /\ T -& — i 

*F-i/T=íř ,:lh |/1 ~* ** ~ 

differenciálná rovnice, které hoví daná funkce; rovnice ta jest 
v tom jednodušší, že jest vzhledem k x a k derivaci algebraická. 
Ale i irracionality se zhostíme opětným derivováním ; tím obdr- 
žíme totiž 

-Čili 

' ax" dx 

t. j. diflerenciálnou rovnici druhého řádu, jíž ovšem hoví 
y = are sin x. 

Kombinováním daných rovnic- a oněch, jež z nich derivo- 
váním plynou, možno se zbaviti stálých hodnot ano i celých 
funkcí v původních rovnicích se vyskytujících. Toť pravý vznik 
rovnic ditferenciálných, pro pořet integrálný důležitý, k němuž 
nyní přihlédneme, a to nejprve vzhledem k obyčejným rovnicím 
-differenciálnýni. 

Budiž 
<8) fix, u, O) = 

relace definující implicitní funkci y proměnné x, a obsahující 
libovolnou stálou C. Derivováním obdržíme 

<9) Jř. + -|ř.A = o, 

^ ' dx ' dy dx 

a eliminací stálé C 2 rovnic (8) a (9) diflerenciálnou rovnicí 
prvního řádu 

<io) F(«.,.^-) = a 

Rovnici této hoví každá funkce y daná rovnicí (8), nechť 
má C jakoukoli hodnotu; vzhledem k ni sluje (8) rovnicí pů- 
vodni neb primitivní neb integrálnw. 

Dána-li obecněji soustava n rovnic mezi n -\~ 1 proměnnou 
x, y, z, u, . ., obsahujících « stálých a, b, c. . . 

j f t (x,y,g,u, . . a,b,c, . .) = 0, 

OD 

\f B (x,y,g,u, . . a,M, . = 0, 



- 218 — 

a definujících y, f?,«,.. jakožto implicitní funkce proměnné í 
obdržíme jich derivováním dle x 

dx "•" dy dx^~ 3s áx "•" ' * — "' 



(12) 



v. i y. <» i y. &* , _ n 

dx T 3y dá; "•" Jřdj T---u. 



Eliminací » stálých a 3 b,e,..z 2n rovnic (11) a (12) možno 
obecně odvoditi n rovnic differenciáluých prvního řádu 



dy_ dz_ du 
' ' ' ' ' dx' dx' dx' 



■) = o, 



(13) 



^"•■•Ž'ír£'-) = a 



Této soustavě simultánních 6. soudobých rovnic ditferenci- 
álných hoví funkce y,z,u, . . definované rovnicemi (11), nechi 
mají v nich stálé a, b, c, , . jakékoli hodnoty; rovnice (11) slují 
vzhledem k rovnicím (13) rovnice primitivní neb integrální. 

Dána-li jedna rovnice mezi dvěma proměnnými x, y, obsa- 
hující « stálých a, b, c, . . 

(14) f(x, y, a, 6, c, - .) = 0, 

a definující y jakožto funkci x, derivujme ji n-krát, Čímž obdr- 
žíme n rovnic 

!V_ + V_dy__ íj 
7>x dy dx ' 
a a / i a 3 / dy ay /jyy._ygy 
te a ^ dxdy dx ^ dy*\dx ) **" Dy dx* ~ ' 



Z rovnic (14) a (15) možno obecně eliminovati » stálých 
a, 6, c, . . a tím odvoditi ďifferenciálnou rovnici n-ho řádu 

(-) f(« -£•■&*■ ■£) = * 

jíž hoví funkce y definovaná rovnicí (14), nechť v ni mají stálé 
a, b, c, . . jakékoli hodnoty; rovnice (14) sluje vzhledem k rov- 
nici (16) opět primitivní rovnicí, jejíž, stanovení při dané rov- 
nici (16) jest úkolem počtu integrálného. 
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Obdobně by se i ze soustavy n rovnic (11), obsáhajících 
více než « stálých odvodila soustava simultánních differenciál- 
ných rovnic vyšších řádů, 

N. p. rovnice kružoice 

(17) (x - a) 1 + (y - b) 1 - r» = 
definuje y jakožto fnnkci x, a obsahuje tři stálé a, b, r. 

Derivováním obdržíme 

(18) x . a + ( y- b) ^ = í 

což jest differenciálná rovnice, v níž se již stálá r nevyskytuje. 
Z rovnic (17) a (18) možno a neb b eliminovati; eliminu- 
jeme-li a, obdržíme differenciálnou rovnici 



•»-*[>+(£)•]- 



= o, 



jíž hoví každá funkce y daná relací (17), nechť má a jakoukoli 
hodnotu* 

Derivováním rovnice (18) odpadá a a máme differenciálnou 
rovnici druhého řádu 



<w> i + ffi +*-»>«=* 



ďxi r >~"'tlr'~' 



které hoví funkce y daná rovnici (17), nechť mají a a r jakékoli 
hodnoty, a jejíž primitivní rovnice jest (17). 
Derivujeme-li (19), obdržíme 

» *%£+<*-»%=<> 

a eliminací b neb lépe hodnoty y — b z (19) a (20) plyne diffe- 
renciálná rovnice třetího řádu 



(21) 






jíž hoví každá funkce y daná primitivní rovnicí (17J, nechť mají 
tři stálé a, b, r jakékoli hodnoty. 



98 Vznik parciálných differenciálných rovnic lineár- 
nýeh prvního řádu. 

Buďte x, y- neodvisle proměnné a z jich funkce definovaná 
relaci 
(22) *(«♦«) = 0, 

v níž m, v znáči dané funkce proměnných se, p, e, a * libovolnou 
funkci argumentů u. v. Snadno odvodíme parciálnou differen- 
ciálnou rovnici prvního řadu, které funkce s hoví. nechť jest <J> 
jakákoli funkce u, v. 

Klademe-li — dle Ettlera a Monge-a — za příčinou struč- 
nosti 





3? 


máme dle 61. 89. pro parciálně derivace funkce « dle x 


výrazy 

3w , 3w 


Zu , 3w 

J7 + 5F 8 ' 


a pro derivace funkce v 




dv 3« 


dv Hv 



Derivováním rovnice (22) dle #, resp. y, nyní obdrží 
3u \ 



3w \3a; 
3*/3« 



= o, 



/3m , 3w\ , W»/3t> , ?»\ . . 

Z těchto dvou vzhledem k r— , ^— lineáruých a homogen- 
ních rovnic soudíme — poněvadž nemohou obě tyto derivace 
současně býti stále — že platí rovnice 

(3m , 3m\/3« , dv\ idv , 3« \ /3m , 3m\ 
to + í Sr)(aF + 4 S-)-(ž5T + í ' *)(* + 2 fcJ = ' 

t. j. rovnice 

(23) Pp + Qa = R, 

klademe-li za příčinou stručnosti 

3w 3t> 3« 3f 



_ B« 9v Du dv 



' dz dx ix Tu ' 

3w 3ť Bm Bv 

Dx 7>y dy Ba; ' 

Veškeré funkce e definované relací */*(«, i?) = hoví tedy, 
nechť jest </* jakákoli funkce, lineárué parciálné rovnici prvního 
řádu (23), v níž P, Q, R jsou funkce na </> nezávislé. Rovnice 
ta sluje lineárnou. poněvadž jest lineániá vzhledem k parciálnýin 
derivacím p a q. 

Obecněji a zcela obdobně vychází, že funkce z neodvisle 
proměných x„ # s , . . x a definovaná rovnicí 

*(«!, M.J. - ■ Wh) — 0, 

kde m,. m,. . . w„ značí dané funkce všech proměnných a </» zcela 
libovolnou funkci, hoví parciálné lineárné rovnici prvního řádu 






kde psáno p t místo y— , a kde P,, P a , . . P„, P jsou výrazy ne- 
závislé na <P. 



9«. Vznik obecných parciálných rovnic prvního řádu. 

Obmezme se na případ dvou neodvisle proměnných x, y. 
jichž funkce jest z, a ukažme, kterak obecně vzniká parciálná 
rovnice prvního řádu. 

Budiž a libovolná stálá č. proměnný parametr, <j («) libo- 
volná funkce jeho a 

(24) \=/[x,y, z, «, cp(«)] 
určitá funkce pěti hodnot x, y, z, et, q, («). 

Položme 

(25) V = 0, ^-=<> 

a definujme funkci z tímto způsobem: myslíine-li si z rovnic 
(25) eliminovanou hodnotu «. obdržíme rovnici mezi proměn- 
nými x, y, z definující z jakožto funkci proměnných #, y. Tato 
funkce hovi, nechť jest <y(«) jakákoli funkce, jisté . parciálné 
rovnici prvního řádu 



Možno totiž vytčenou eliminaci tak provésti, že řešíme 
druhou rovnici (25) dle a, čímž se objeví « jakožto funkce x, y, z, 
a že do první vložíme toto a. Máme tedy rovnicí V = defi- 
novanou funkci g, pokládáme-li v ni « za funkci x, y, z ply- 

3V 
nouci řešením rovnice ^-=0. Vzhledem k tomu jest totálný 

differenciál první rovnice (25) 

U dx + Ťy- d 
vzhledem k druhé rovnici (25) tedy máme 



aneb, kladouce opět dz — p dx -J- q dy, 



Í)*+G 



+ S57 * = 0, 



z čehož vzhledem k libovolným hodnotám dx. dy soudíme 



Eliminujeme-li z těchto dvou rovnic (26) a z první rovnice 
(25) hodnoty « a <p (a), obdržíme rovnici tvaru 

(27) F(r, p, #, p, s) = 0, 

které hoví funkce z nahoře definovaná, nechť jest qs(«) jakákoli 
funkce. 

Později, v počtu integrálném, shledáme, že možno každou 
parciálnou rovnici prvního řádu tímto způsobem odvoditi. 

Máme-Ii n. p. 

v = (i - «) a + [y - <>> («)J S + * s - R 1 , 

kde Ií značí stálou, 
jest 

a rovnice (26) jsou tedy 

x — a + jw = 0, y — <p («) + 92 = ; 



vypoiíteine-li z nich x — <* = — pe a y — <p(a) = — qz, abychom 
je vložili do dané rovnice V =r 0, bude eliminace « a <f («) vy- 
konána a objeví se rovnice 

jakožto parciálná rovnice prvního řádu, které hoví s při každé 
funkci ty (a). — Vše to možno geometricky interpretovati, jakož 
později seznáme. 



Kapitola Vil. 

Neurčité tvary. Zavádění nových proměnných. Homo- 
genní funkce. Funkcionálně determinanty. 

IOO. Doplnění definice funkce pro zvláštní hodnoty 
proměnné. 

Mnohdy se stává, že výraz defin lijící funkci pozbývá vý- 
znamu pro určitou hodnotu a proměnné, n. p. f(x) = — pro 

37 = 0. 

Staue-li se, že pro lim x = a onen výraz konverguje k určité 
1 imitě, pak limitu tu nazýváme pravou hodnotou funkce pro x = a ; 
jest přirozeno limitu tu prohlásiti za /(«), a tím doplniti defi- 
nici funkce /(x), která pak bude spojitou pro x-=a (ČI. 43.'. 

Pro uvedenou funkci n. p. f(x) = — — , x ^ 0. máme pro lim 

x = O, lim — — = 1, a tedy definujeme-li /(O) = l, jest f(x) 
definována pro každé x a pak také spojitá pro každé x. 

Stane-li se, že výraz f(x) pro x = a pozbývá významu, 
a že pro lim x = a platí lim/(a;)= + oo, pravíme stručně, že 
f{a) = + oo ; může se také státi, že \imf(x) má dvě různé hod- 
noty dle toho, blíži-li se x hodnotě o hodnotami většími neb 
menšími než a. Obdobně pravíme, že f(x) = A pro x = + oe> 
plati-li lim f{x) = A, a opět se mohou vyskytnouti dvě různé 

limity A dle toho, roste-li x do x neb klesá-li do — » ; a konečně 



pravíme, že f(x) = ± » pro x = + ae, platí-li lim/(x) = + » 
(či. 43.) 

Rovnici n. p. 

/(*) = ^ + ^"+ ■ ■ +~ + «. + «ix + a^ a . ., 
kde řada -2 a,,^' konverguje pro | ar | < R, jest definována funkce 
f(x) pro každé x číselně menší než R, vyjma # = 0. Vzhledem k 
z"f(x) = 6„ +b a -ix + . . + t,*"" 1 -j- o,,^" + a l x°+ l -\- 

máme 

lim [**/(*)] = Ď n pro lim x = 0, 
a tedy 

lim /(a:) =: lim —- 

Při sudém » jest, pro kladné i záporné x blížící se 0, 



/(0) = ±«>, což znamená, že pro číselně dosti malé x má /(ar) 
hodnoty číselně libovolně velké a téhož znamení jako b a ; hod- 
noty ty se liší od výrazu 

patrně o libovolně málo. 

Při lichém n máme. pro kladné x, lim — = + » souhlasně 

s 6 n ^ 0, a pro záporné x, lim— ^ = + =*> nesouhlasně s 6 U ^ 0; 

/(0) není pak určitá hodnota, a možno f(x) pro a: = přisou- 
diti jak hodnotu =*> tak — oe , opět se ale pro malé | x | liší 
f(x) od posledního výrazu o libovolně málo. 

101. Neurčitý tvar —-• 

Dána-li funkce f{x) jakožto podíl dvou funkcí 

a stane-li se, že pro x = a vymizí čitatel i jmenovatel, t. 3. že 

E Weyr, Poiel ífff«r«nQÍÍlní. i ! > 



<(■(«) = O, y(«) = 0, definujeme pravou hodnotu vznikajícího 
neurřitého tvaru -z- rovností : 

f(a) = lim — 7-i- liro lim x = a. 

J K J * (x) l 

ač-li ovšem tato limita existuje. 

Mají-li (p (%) a v (*) pro hodnotu a derivaci a není-li ifj'(«) 
nullou, pišme (51. 68.) 

f(x) = *^ = ffWj^iW. = y^*i) 

/l " J *(3T| ip(a;) — v (a) V'(^)' 
kde a;, značí hodnotu mezi a a x ; pro lim a: = a jest také 
lim ar, :-.: a a pravá hodnota: 

i -77-r- = hra -777-f ' 

t. j. pravá hodnota se rovná hodnotě, ku které pro lim x = a konver- 
guje podíl 2 derivace čitatele a s derivace jmenovatele daného zlomku 

feodMořo /(a) = 2^- 
V (o) 

Kdyby fř'( a ) = °i "K" 1 ) = 0, tu bychom na funkci 

applikovali právě odvozené pravidlo, ovšem za supposice, že 
druhé derivace q>"( x )i V>"(x) jsou spojité pro hodnotu a, a že 
y"(a) ^ ; tím bychom nalezli pravou hodnotu 

f(a) = -^-í- 
JW ~ f\a) 

A obecně tak nalézáme, že při spojitých derivacích až do 
»-té včetně a při 

9 (a) = <ř'(a) = <f "(a) = . ■ q> (fl - I) (o) = 0, 
y (a) = v'(o) = v"(«) = . . * (n - ,J (a) = 0, 
ale i/>< D >(a) ^ 0, jest pravá hodnota 

Totéž ostatně podává veta Taylorova: 



+ »»(• + ««—; 

vzhledem k uřiněným supposicím máme 

1 (.<• + l>) — <r"'(o + »*) y 
a obdobně 

»(o + 4) = V»i(o + #''i)j^-' 

tak že 

__ i, W(g + » t) | 
tp (« + '") »™ (o + »'h)' 
a tedy pravá hodnota 

/( )=lim/(» + «=-^ 

jako nahoře. 

Při této úvaze bylo a, pro něž vznikl neurčitý tvar -rp 
hodnotou konečnou ; odvozené formule pro pravou hodnotu však 
platí i tenkráte, kdy neurčitý tvar - - vzniká pro x = + oc , 

t. j. kdy lim <f(x) = 0, lim iK*) = 0. Položíme-li totiž x = — » 



a pro lim # = + « jest lim # = 0, tak že dle předchozího pra- 
vidla 

lim ^t-t- = lim — ■ - , , , = lim — --— = lim -í^-f . 



* -M4-) 



tedy i nyní se limita podílu rovná limitě podílu derivací. 

Jest-li lim (f(x) = 0, a existuje-Ii lim <p'(íc), tedy musí tento 
limes nutně býti 0; jinak by totiž derivace y'(x) pro x dosti 



velké n, p. x ^ a byla vždy téhož znamení a Číselně stále větší 
než určité kladné Číslo A, a pak by formule 

<jj {x) == <p (a) + (x — a) /(#,), o < a;, < x, 
ukazovala, že | <p(«) | sí roste nad každé číslo, což by se 
nesrovnávalo se supposicí lim <p (x) = 0. Týž výrok ovšem platí 
i pro lim x := — <*> : stačí x změniti za — x'. 

- - ac > objeví v neurčitém tvaru 

-jp učiníme-li x= oo; přece však mnohdy vyšetření pravé jeho 
hodnoty jest jednodušší, než vyčísleni pravé hodnoty původního 
zlomku ■ i : ■ 

Mějme n. p. funkci 

,. . x — sin x 



pro 1 = jest*) 

/a: — sin a; /l — cos x / sin x 

I x* ~~ J 3iř*~~ — ~0~ — / Sx ' 

/ cos a; J_ 

— / 6 ~ tí' 

N. p- /(«) — — — — — pro x = a nabývá neurčitého tvaru 
. 



-; pravá hodnota jest 



fi jsou čtyři kladné 



-r 

hodnoty, pro x := nabývá tvaru -^r ; pravá hodnota jest 

ii_ fH _ / g '°g » — f log » _ lo g a — log i_ 
i™"~ / «' log « - ř- log f -"log.-logí 

___ x = 

*) Zde užilo substitučního znamení I f{x) naznačujícího hodnotu funkce /(j) 

prO X— a, které zavedl Sarrus a Cauchy, 



N. p. 

-^ are tg x 

f(x) - 



log(l+v) log (l + *)- log I 

pro lim x = oo nabývá tvaru -jp a pravá hodnota jest 

lim fix) = lim - y = 1™ f = *' 

1 + X X ^ X* 

102. Iffeupčitý tvar — 

Budiž opět 

nx) - *{ X y 

a supponujme lim <p (x) — =c , lim v> {x) = oc . 

Jest-li od jistého x derivace jmenovatele ty'(x) stále různá od 



nulit) a má-li podíl ~h ~ { - pro x = w wr&Vow limitu, tedy má 



V (*) 



- ťotti limitu^ která se ovSem zove. pravou hodnotou funkce 
^(») pro *= co*). 

Pišme, značíce x libovolnou kladnou hodnotu, 



♦c*r 

ale též, pomoci věty 81. 68., 

■p jx ) — <p (x t ) _ <p'jx t ) 

V(í)— 1/(x„) *'(%)' 
kde x t značí hodnotu mezi « a x; ze stejných výrazů na právo 
soudíme, Že 

1 _ *<S> 

fll y(») _ y'fo) *(*) 

*(*) **(*,) j <pQc n ) 

í (*) 

*) Sr. Gmocchi-Pmno, 1. c. pag. 164 a 329, ■»»/*, Ceber Grenzwerthe der 
Quotienten, Mathem. Annalen, t. XIV. a XV. 
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Volme x "> x t ; pak bude také x t !> x„ , a volme x a tak 
^ lj od své limity o libovolně málo liší. Podrží- 

me-li toto x v a zvětšujenie-li x do cc , máme dle supposice 

lim f (a;) ss <x, lim tí> (z) = ac a tedy 

i _ »^, ) 

«*_ *W_ -i 



i ___?j£o)_ 

Možno tedy zvoliti x tak velké, že poslední zlomek se 
různí od své limity 1 libovolně málo, a že tedy — vzhledem ku 

předposlední rovnici (1) — °" 

limity podílu t-jt-í-; to ale vede k rovnosti 



již bylo dokázati. 



l im 2L}fL - lim . 



_JW = 

volbou dosti velkého 



Rovnice ta platí i tenkráte, kdy lim- — ^— = ao; pak totiž 



y'0O 

kým, kdežto druhý faktor se přibližuje libovolně 1, stává se 
tedy i podíl ~~ libovolně velkým. 

Nabývá-li podíl ^-y4- neurčitého tvaru — pro konečnou 
hodnotu x = a, tedy položme x = a -\ 1 čímž 

y(í )_'("_+Ť) 

kde nyní limita Čitatele i jmenovatele jest oc pro 3 = «, což jest 
právě případ předchozí. Máme tedy pravou hodnotu 






( . + ±) _, ( „ + ±) 






1 j. i v tomto případě platí 

.—■ <pW <-. »(«) 

Mějme a. p. 

«»)=-£. 

kde a >■ 1 a w značí celistvé kladné číslo ; pro x = » se /"(a;) 
objevuje v tvaru Pro pravou hodnotu máme 

lim /tó = lim —, — ' 

a poněvadž pro * = eo podíl na právo nabývá opět tvaru — i 

' máme 

li í, ^ i- a * (log <») 3 

lim f(x) = lim — — ."r — — -j-i 

■ ,- • x = »«(» — 1) # 



a podobně dále, až konečně 
Um /(*) = lil 



„=»»(* — 1).. 2.1 — 
Uvažuj eme-li 1 :J(x) máme ovšem 
lim — = 0. * 

X = 0D « 

Značí-li « libovolné kladné číslo a », kladné číslo celistvé 
větší než n, máme —j- <— r > jakmile íb >■ 1, a tedy platí pro 
každé »>0a pro o !> 1 : 



Poučný příklad poskytuje funkce*) 

y(_x) X — sin x 

w(x) x + sin x 

která pro x = se nabývá neurčitého tvaru Podíl z derivace 

čitatele a z derivace jmenovatele jest tu 

1 — COS X 



1 + COS X 



= tg«-; 



»(*)_ 



a ten při lim x = x> nemá vůbec žádné limity, ačkoli - — >-,- pro 
a; = oo má zcela určitou limitu, jakož patrno, píšeme-li 

sin x 
lim /O) = Um A— = 1. 



Výsledek ten nikterak neodporuje hořejší větě tvrdící 

rovnost limity lim — jf-4- s limitou lim — ~~ za té supposice, 

Že derivace y'(x) od jistého x jest stále různá od nully; kdežto 
v našem příkladě y'(x) = 1 -+■ cos x vymizí pro hodnoty x 

= (2m + 1) ji rostoucí nad každé x, 

103. Neurčité tyary *> — «, . <*. 

Dán-li rozdíl dvou funkcí 4>(a:) — 5 P(^), které se pro určitou 
hodnotu x = a aneb pro # = <x> stávají nekonečně velkými, tu 
nalezneme limitu tohoto rozdílu, položíme-Ii funkce ty do tvaru 

1 .„, x 1 . 



pak <p (x) a ip (x) pro lim x = a neb lim x = <» ovšem konvergují 
k a tedy nabývá daný rozdíl 

> jejž stanovíme dle 61. 101. 

Dán-li součin dvou funkcí qt (x) . y> (x), a stane-li se, že pro 
určitou hodnotu x první faktor vymizí, druhý ale se stává 

*) Genocchi-Peanv, 1. c. pag. 169. 



nekonečně velkým, tedy nalezneme limitu součinu, přepíšeme-li 
jej buď na tvar 

xp(x) 
aneb ve tvar 

pro onu hodnotu x tím vzniká tvar -rp resp. 1 jejž dle či. 101., 

resp. 102.. vyčíslíme. 

N. p. f(x) = (1 — cos x) cotg 2 x pro a; = nabývá tvaru 
O . ao ; pišme 



lim fix) = lim — , „ — = lim - 
>=• * = o tg"a; » = „ 



, . C08" X i 

= hn— g-=-j 

N. p. funkce 

/(a:) = cotg a; j 

pro a; = nabývá tvaru oo — oo • pišme 

1 



lim/^) — lim 



sin x-\-x cos a; 



\- 


lim 


a; cos x — sin x 


) 




x sin a - 




__ 


sin a; — x cos a; 




si 


cos a; — x smi 



bovolně málo, což také rozvoj pro cotg x v Či. 85- odvozený 
ukazuje. 

Uvažujme jakožto další příklad funkci 
f(x) = are-" o > 0, 
jež pro x = 30 nabývá neurčitého tvaru =e . ; píšeme-li ji 
/(#) = — > nabývá tvaru a tedy jest pravá její hodnota 

lim /(a0 = lim— \rr = Q- 



Jakožto poslední příklad uvažujme funkci 



/(*) == [/(x + a,) (x + a,) . . (x + o u ) - x ; 
pro j: = oo nabývá tvaru *> — ». — Polož íme-li a: = — > přejde 

do . 

fa) = K7i + <m) (i 4- <v) ■ - (i + « W - 1 



lim /(a;) = 



O 

a \ + a a + • ■ + q.. 



104. Neurčité tvary 0°, 1", oc°. 

Dána-li funkce 

/(*) = T (*)»«, 
kde qp (a;) > O, tu 

log/<x) = v (ar) logy (a:) 
nabývá neurčitého tvaru O . oo, jestliže pro nějaké x současně 
platí 

q> (x) = 0, y (*) = O, 
aneb 

p(x)=l, * (*)=», 
aneb 

*(*) = oo, v(*) = 0; 
příslušné tvary pro /(a;) jsou resp. 0°, 1", oo°. Stanovíine-li 
pravou hodnotu lim log/(x) dle návodu předchozího článku, jest 
to totéž jako hodnota log lim f(x), a prejdeme-li od logarithmu 
k číslu, mánie žádanou pravou hodnotu lim/(a;) hořejších tří 
neurčitých tvarů. 
Funkce n. p. 

/(*) = (1 + axf 
pro # = nabývá neurčitého tvaru l"; její logarithmus 

i e, v log (1 + «#) 
log f{x) = 6V J — '- 



lim log/(x) = log lim f{x) = /-^-~ = a, 

a hledaná pravá hodnota 

lim/(:e) = e'. 

105. Vyčíslení neurčitých tvarů pomoci rozvojů a limi- 
továni. 

Toto vyčíslení provedeme v některých příkladech. 

T' 

rozvineme-li sin x v řadu. máme 

m=\—fc + ■ £-■- 

a tedy lim/(ar) — 1. 

Obdobně při f{x) = \ pro lim x = nalezneme 

x- (x jg-H -- 

Km/(*) = — ^J= =—■ 

Funkce 
pro# = -g- nabývá tvaru 0.x: položíme-li x = -^ - + A. jde 
o lim/ 1 -3- + A) pro A = 0. Avšak 

'(■f+») = »*"(-f+*)=-il ř *= , -=ETi 

pro lim A =■ jest lim — . — ,- = 1, lim-—. — i— = », tak že pravá 
ť ' sin A sin « 



COS* A . 
a A sin A 



sin A 
nota 

lim f(x) =00. 

*— "2" 
Budiž dána íunkce již v 81. 103. uvažovaná 



f(x) = V(x + a,) (x + oj . . (» + « B ) — c, 
která pro x = 00 nabývá neurčité hodnoty tvaru x — 00. Roz- 
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viňme ji pro x větší než největší z čísel | o, | , . . | a* | v řadu 
potenční dle mocností hodnoty — pokračující pomocí věty bi- 
nomické : 



/w = .V(i + i)..(i + i.j-. 

í , -(--0 , 

, . 1 o, . « \ « / o, ■ 

= n 1 + vir + — iT2 — -ť 



= xh + 



1 + ir^ + — na — "ÍT + --J 

, + .. + -. _L + ^ + -% + ..\_ 



n x x* 

Pro lim x = ac máme Žádanou pravou hodnotu 



106. Zavádění nové neodvisle proměnné. 

Mějme funkci jedné proměnné y —f(x) a označme její de- 
rivace stručně y'=f(x), y" =/"(«), atd Během počtu se mnohdy 
ukáže, že by byla jiná proměnná t, souvisící s původní danou 
relací x = <p (ř), výhodnější, a vzniká tím otázka, kterak derivace 
y', y", . . vyjádřiti derivacemi funkcí 

x = cp(t), »=/[?(*)] = v CO 
proměnné í? Odpověď k této a k obecnějším obdobným otázkám 
budiž další applikací počtu differenciálného. 

Pokládajíce x za neodvisle proměnnou, tedy dx za stálou, 
máme 

, dy „ d*y ,„ dř*y 

* ~ďx ' dx* ' * ířic* ' 

což, vzhledem k stálému dar, můžeme psáti 






<?y' ., \<fa'/ dy" 






Ač 



(2)' 



Dle či. 63. jest první derivace funkce y dle x vždy dána 

podílem -p- j nechť jest x neodvisle proměnná, nebo není, neb 

jinak řečeno, první diflerenciál dy jest vždy y'dx, nechť i x jest 
funkcí jiné neodvisle proměnné. Máme tedy, dle posledních 
formulí, pokládajíce t za neodvisle proměnnou, a tedy ovšem 
dx = (f'(t) dt, dy = tp'(t) dt za proměnné, dt ale za stálou, 

dy 

» =15- 

dx d*y — dy d*x 

" = W' 

iu dx 3 d(dx d*y — dy d"x) — (dx ťř' J í/ — dy d*x) . Ůdx' 1 d-x 

" dx 1 dx 

dx (dx d a y — dy d 3 xj — 3d a x (dxd*y — dy tfx) 

— ; dx » ~~~ ' 

atd. Učiníme-Ii speciálně x = t. jest dx stálé, tedy d a x = 0, 
d a x= 0, . ., čímž nabýváme známých již výrazů pro derivace y 
dy „ d*y ,„ d*y 

v případě neodvisle proměnné ar. 

Učiníme-li y = t, t. j. zvolíme-li // za neodvisle proměn- 
nou, pokládajíce x za její funkci, jest dy stálé a tedy rf 2 j = 0, 
d s y = . ., čímž (2) přejdou do 

, ď« „ dyď 'x Hl — dy dx d*x -\- 3 djf(čPx)* 

y dx ' * fřa; a * dx'' 

zavodeme-li derivace funkce x vzaté dle proměnné y. 

, dx H ď*x Ul ď*x 

~ dy ' ~ Hý* ' X ~ dy 3 ' "' 
obdržíme rovnice 

, 1 „ x" m — x'x'" + Zx"' 1 



vyjadřující derivace funkce y derivacemi inversní funkce x. 

Jsou-li obecněji y, z, . . funkce jedné proměnné x, a máme-li 
do výrazu V utvořeného z proměnných x, y, z, . . a z derivací 
y\ y'\. ., s', e", . . zavésti nové proměnné %. i?, f, ■ -, které ovšem 
souvisí s původními tolika relacemi, kolik jest proměnných, tu 



zvolme jednu z nových proměnných, n. p. f, za neoďvisle pro- 
měnnou, a označme pak derivace ostatních i , *i", . . £', t", ■ ■ 

ííahradíme-li ve výrazu V derivace y', y", . ., e', z'\ . . jich 
výrazy (2) z differenciálů dx. d*x, . . dy. d*y, . . dz. d*z, . . právě 
utvořenými a platnými pro každou neodvisle proměnnou, jest 
tím úkol v podstatě řešen; stačí totiž dané relace řešiti dle x, 
y, z, . .; differenc ováním získaných rovnic 

*=/(!, ,,{-,..), <, = »(?,!, ;,.), « = »8,*f, ..;,.. 

stanoviti dx. d*x. . ., dy, d*y, . ., a vložiti tyto differencíály do 
V; při tomto diťfereucování pokládáme d; ovšem za stálou. 

Budiž n. p. y funkcí x, jejíž derivace značíme y\ y" a mějme 
do výrazu 

Y _ g_± yv 

!/" 
zavésti dvě nové proměnné e, w souvisící s původními pomocí dvou 
relací 

(3) x = q cos <o. y — g sin o>, 

při čemž zvolme » za novou neodvisle proměnnou. 

Vložíme-li do V za y', y" hodnoty (2), obdržíme výraz 

(4) V = (**c" + <fr ") f 

da; d a y — třy ď*x 

podávající V nechť jest neodvisle proměnná kterákoli. 
Differencováním rovnic (3) máme 

dx =: cos ™ dg — e sin to dm. 

dy = sin m dg + p cos o dt», 

a opětným differencováním, pokládáme-li d™ za stálou, 

d% = cos oj d*g — 2 sin a> dg dm — p cos « dm", 

d*y = sin co d a £> -+- 2 cos co dg dm — g sin <o dt» a . 

Nápotom nalezneme 

d# a + dy* = dg* + p a do> a , 
d# d J y — dy d*x = — p d*g dm + 2dg* d*> + ? a dw s , 
což vloženo do (4) dává 

T _ (dg* ± g* dm*)* 

— gd* g dm -\- 2dt> a dm -\- g 1 dm* 
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aneb, dělíme-Ii čitatel i jmenovatel dm % , abychom V vyjádřili 
opět derivacemi, 

v = (?■ + O' 

ř a + 2p' a ~ po" 

, ... = J V 

dm dm' 1 



kde q' = - 



107. Zavádění nových neodvisle proměnných. 

Do funkce « proměnných a;,, a: s , . . x a zaveďme nové pro- 
měnné 5,, f„ . . z m . čímž se w objeví jakožto funkce těchto; 
nastává úkol, parciálně derivace funkce w podle prvních pro- 
měnných vyjádřiti parciálnými derivacemi funkce u podle nových 
proměnných. 

Zavedení nových proměnných se děje tím, že pokládáme 
původní jakožto dané funkce nových a naopak (v. předchozí 
článek). 

Pokládajíce tedy « za funkci E,, f a , , . £ m a tyto hodnoty 
za funkce se,, x a , . . x a , jest « složená funkce a její totálný 
differenciál 

(5) d« =^|- <ř|, + — tfg, -|- . . + _ d*.. 



"31, s ' ^as, 



i dále 



(6) 



Hodnoty § známe jakožto funkce hodnot #, tedy známe 
také derivace ^ jako funkce z, do nichž ale nutno zavésti pro- 
měnné |. 

Vložením diťferenciálů (6) do (5) obdržíme 

differenciály <?#,, . . dx u mají ovšem za koefhcienty -=r — , . . -= — ■, 
čímž tyto derivace vyjádřeny derivacemi « dle ; t , . . f m vzatými: 



Jí, Jas, + 3f, ta, + • ■ + Jf.to,' 



! 3n 3m 

| 3á^ — 1|" 


35, 3u 

33J m 3| a 


#.+ 




31. 

3.5.,' 




Podobně vyjádříme druhé 
differenciál 


derivace 


. Máme 


totiž 


totálný 


_ 3m 

, 3» 3a;, 


3w 
, t . 3a;, 


* + . 




«■; 





á|m výrazy (2), obdržíme d -5— vyjádřený druhými derivace 

funkce u dle proměnných | ve tvaru £ A r dx r . Pokládame-Ii ~, 
za funkci proměnných a-, máme přímo 

, 3w _ 3 a w 3*m 3% 

3a;, 3a:, a ' ' 3a:, 3a:,, J 3a;, 3a^ ' 

čímž nalezeny derivace 



Dx. "' 



-- A*, ■ -, 



Stanovením totálného differenciálu á -~ — bychom obdobně 

nabyli derivací -= — ^-— 1 - — „-> ■ ■ - — - — . a pod. všech dalších. 
oz^ 3a:, 3a; a a óx^ ůx m r 

Jakožto příklad uvažnjme funkci u tří proměnných x, y, z, 
a zaveiíme do ní tři nové proměnné e, &, u> formulemi 

(8) x = e sin # cos to, ^ = p sin # sin oj, s = ? cos #, 
jež řešeny dle nových proměnných podávají 

(9) Q = Vx* + y 1 + *■, cos & = ' — , tg » = ~^ 

Pokládáme-Ii a:, y. 5 za pravoúhlé souřadnice bodu v pro- 
storu, mají p, f>, w význam jeho polárných souřadnic. 

Jde o vyjádření prvních a druhých derivací u dle x, y, z 
pomoci derivací w vzatých dle e, &, «. 

Z rovnic (9) plyne diťFerencováním 



, x dx -j- y dy + z dz 

8 in itdfi = *( xdx + y J y > — ( j 3 + y a ) rfz , 
(*' + «/' + *') % 

<fa x dy — y dx 

cos 8 (0 ~~ x" 

aneb pomocí rovnic (8): 

I dp = sin & cos o> dx -f- sin <? sin o tžy + c °s * á«. 



(10)' 



<ř# = — cos & cos w dx + - 






cos # sin a dy — — sin dz, 



sin # p sin * 

Vložíme-li tyto hodnoty do rovnice 

označené v obecné úvaze číslem (5), obdržíme <žw vyjádřeno 



dx, dy, 


dz a z výrazu toho soudíme, že 






3m 3m . „ , 3u cos t> cos w 3w 
=— =:^— Sin # cosm +=r- ;- 

Zx Dq to p 3w 


sin o> 
p sin # ' 


(id 


3w 9m . . , 3íí cos í> sin m , 3u 

r— — ~— sin & sin oj +=— h^- 

3y 3p 3# p ' Doj 

3h 3w „ 3if sin (9 
óz 3p 3# i> 


cos 01 
P sin # ' 



čímž vyjádřeny první derivace w dle původních proměnných 
derivacemi dle nových proměnných. 

Dle obecného návodu vyjádříme obdobné druhé derivace, 
zjednáiue-li si totálné differenciály těchto prvních derivací, aneb, 
což jest v podstatě totéž, parciálně derivace jejich dle p, #, m. 
i Z (11): 
,3m 



(12) 



a 


3 a w . n 
:=r-r sin * cos o 
V 


. 3 ! m cos 


» c 


3So> 


3 S W 

3p3« 


sin oi 


»Q 


+ 3p30 







P sin * 




3ií cos * COS m 
Z& p a 


3« sin oj 
3w P a sin 


? 








3#~ 


3 2 W 

= =— - ->-;; sin * cos 

o? 3* 


, 3 2 wcos 


ř» COS 0) 


3 3 w 
3<?3o> 


sin m 
P sin & 




+ ^— cos # COS M 
3p 


3m sin * c 

3* P 


S 0) 


3;t 
+ 3^7 


cos 3 


sin «• 




p sin a & 



[»£ 


3'w . 

= v^r- Sin ťř cos 

OQ 06} 

3w . 
— ^— sin ■& sin w 


3« 


3 S W cos 


& COS £0 


3 a « 

3oj 2 9 
cos to 


sin w 


r 


3í>3oj 
cos # sin 

e 


oj 3w 


sin * 


\ 


3(o 


p sin # 





(12) 



Násobíme-H tyto výrazy (12) resp. hodnotami do, d», da> 
danými rovnicemi (10) a sečteme-li výsledky, obdržíme totálný 

diťferenciál hodnoty =— t a v něm jsou koefficienty při dx, dy, As 

hledané druhé derivace =— 3> „ ■ _ ■■) =- - ■■■ Tím nalézáme 
ox* ox ůy ox oz 

3 s m 3 a w . ,„ . ■ , n 3 2 m sin & cos & cos a oj 

ír-j^T-oSin"* COS* OJ + 2r-rr 

ox" 3p" op 3# $ 

3 3 « sin co cos w . 3 2 « cos* ff cos* « 

— 3p3w ě 3*» ~~ e * — 

3 m m cos # sin oj cos oj 3 a M sin a <o 
3#3<o p a sin * ""Sm a p*sin a # 

, Hu cos 2 * cos* o + sin a oj 3w (sin a to — 2 sin 3 ff cos" to) cos * 



3ra p s sin 1 # 
a obdobně ostatní druhé derivace*). 

108. Záměna všech proměnných za jiné. 

Předchozí methoda vede k cíli i při záměně všech proměn- 
ných, neodvislých i odvislých, za nové. Budiž n. p. z funkcí m 
neodvisle proměnných x t , # 2 , . . x m , a zaveďme do počtu na 
místo těchto m -\- 1 proměnných nové proměnné £, £,, |g, . . % m , 
z nichž £ pokládáme za funkci ostatních ; jde o vyjádření parci- 
álných derivací z podle x„ <r a , . . x m vzatých parciálnými deri- 
vacemi f dle &, | a , . . §m vzatých. 

Souvislost původních proměnných s novými jest ovšem 
dána m + 1 relacemi mezi oběma, tak sice, že můžeme ?, |„ j=j, 
. . Sm pokládati za dané funkce proměnných z, x u x ít . . x m , 
aneb naopak. Máme tedy totálné differenciály 



*) Sr. y. A. Strret, Calcul différentiel, 4»éd., pag. 122 



-iš_ 



kde na pravé straně stojící derivace jsou ovšem známé funkce 
proměnných 2, x t , . . x m . Avšak z jest funkcí «,, . . x m a tedy 

, 32 - , J* . , 32 , 

02 = -*— dx, + -^— dx„ -f- . . -f- ^ — (Xcew. 
Jz, Jz 3 Jz m 

což vloženo do předchozích rovnic, podává 

,, / ír j« , jí \ , . . / 3f a« , ar \ . 
* = (ir *É + íí) **■ + ■ ■ + (tts + 5s) "*-• 

<i3) «'-i^7ji:+te;)' ia: ' + --+(i7te; + js;r- 

/JÍ. 9« 



,. _fil. J2 , J;„\ , , , /JS. 9» , JU\, 



Vložením těchto hodnot (13) do rovnice 



'^*+- 



Jí. 



obdržíme v levo i v právo výraz lineárný a homogenní v diffe- 
reneiálech dx lt dx t , . . dx a , a poněvadž tyto jsou zcela libovolné, 
musí jich koefficienty v levo a v právo býti stejné, čímž obdr- 
žíme m rovnic 



(14) 



Jf Ja 3f . 
Jí 3a;, ' a » 



řj|, jg as, \ jg 

v Jí Ji, + JiJ J{, 



/3£_ Ji 35.1 Jí 

"""^ Jí Ji, -1 " J»,jjf„' 

Jf Jí Jí _/Jj, J» Jj,\_Jf_ , 

Jí J». + J». — \ Jí Ji. + J». j J{, ■*■ ' 



^ Jí JaJ m Ja: m j J? m 

J? *■ 

z nichž plynou -=- 

ovšem nutno do ostatních derivací zavésti proměnné í, 5, 



J» .... . Jí Jí . 
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Obdobně vypočteme druhé derivace differencovánim rovnic 

7)8 

(14). Differencujme první rovnice (14) a nahraďme d ■= — hod- 
notou 

obdobně nahradíme <ž£, d ^-> • •. d^^- jich hodnotami 

* — * _L _L 3 6 J- 

j W _ W jt , _l ^ as 

3?! ««1 OfflOffM 






a za (ř|„ . . d| m položme konečně jich hodnoty (13). Vznikající 
rovnice platná pro každé hodnoty dx t , . . dx m se rozloží na m 
rovnic, z nichž plynou druhé derivace 

Dx,* tojfcc,, %B,9x B 

v žádaném tvaru, a pod. i ostatní, 

Methody vyložené lze patrně užiti i při libovolném počtu 
funkcí. 

109. Homogenní či stejnorodé funkce. 

Funkce 

u=f(x,y,z, . .) 

sluje homogenní funkci «-ho stupně proměnných x, y, «, . ., 
platí-li pro každé t 

/(to, fe, ť*, . .) = *■/(*, y, i, . .). 
Tak jsou n. p. 

homogenní funkce resp. stupně 2, — 1, 0. 
Aby racionálna celistvá funkce 
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byla homogenní n-ho stupně, musí dle definice 

a tedy 

« + ?+ř . . =n; 

n jest tedy celistvé kladné číslo, a dimense (rozměr) každého 
členu musí býti n. N. p. obecná celistvá homogenní funkce n-ho 
stupně dvou proměnných jest 

A.,^ + A._i,i*"-'y + A n _j,ťr n -y + . . + A 0iI1 y n . 

Jsou-li m, v dvě homogenní funkce týchž proměnných resp. 
stupňů m, n 

« = /(*> ff. *.-■), v = (f (x, y, z, . .), 
jsou jich součin uv a jich podíl — též homogenní funkce a s. 
resp. stupúů m -\- n, m — n; máme totiž 
f(tx, ty, tz. . .) . (f(tx, ty, tz, . .) = í" ,+n /'(ar, y, z, . .) tf(x, y, z . .), 

f(tx, ty, tz, . .) ,„_.„ f{ %, y. g; ■ •) 

q(tx, ty, tz, . .) ~" <p(x, y, z, . .) 



Libovolná funkce $ I -=-i — > ■ ■ } podílů 



patrně homogenní funkcí 0-ho stupně proměnných x, y, z, . ., a 
naopak jest každá homogenní funkce O-ho stupně f(x, y, z, . .) 
funkcí oněch podílů; dle supposice máme totiž 

f(tx, ty, tz, . .) = t" f{x, y, z, . .) =/(*, y, f, ■ ■) 

a zavedeme-li tedy do funkce / na místo proměnných x, y, z, . . 

nové proměnné x. 17, E, • ■, kde- tj = — > f = — > ■ •■ čímž nechť 

fix, y, z, . .) =f(x, yx, %$, . .) = 9 (;r, *, C, . .), 

máme dle poslední rovnice 

což znamená, že <p jest totéž při jakémkoli x, Čili nezávislé na x . 
Tím nalézáme 

f{x, y, z, . .) =*(* Ě, . .) = ví-f- -J- ■ -)> 

jak bylo dokázati. 



Nyní snadno nalezneme obecný tvar homogenní funkce 
/(#, y, z, ■ .) stupně n-ho. Jest totiž «° homogenní funkcí stupně 

w-ho, a tedy podíl — homogenní funkcí stupně 0-ho: 



f{x,y t z, . .) . 



-i^ír-) 



kde y jest libovolná funkce svých argumentů; odtud obecný 
výraz homogenní funkce »-ho stupně : 

110. Eulerova Teta o homogenních funkcích. 
Větě té předešleme tuto: 

Parciálné derivace homogenní funkce n-ho stupně jsou téi homo- 
genní funkce a to stupně n—l-ho. 

Derivujeme-li totiž supponovanou totožnost 
(15) f(tx, ty, tz, . .) = P fix, y, *, . .) 

dle x, obdržíme 

fjfx, ty, tz, . .) -®-= <■/.(*. y. »,..)! 
avšak — ^— — = t, a tedy 

f&x, ty. far, . .) = P- l f' M (x, y, z, . .), 
což dokazuje, že f x jest homogenní funkce stupně n — 1. 

Druhé derivace funkce f budou homogenními funkcemi 
n — 2-ho stupně, třetí n — 3-ho, aťd. obecně A-té budou homo- 
genní a stupně n — ft-ho. 

Věta Eulerova jest tato : 

Součet součinů z parciálných derivací homogenní funkce a z pří- 
slušných proměnných se rovná součinu z funkce a z jejího stupně, a 
naopak. 

Derivováním supponované totožnosti (15) dle t obdržíme 
fjíýx, ty, tz, . .) x + fj(tx, ty, tz, . .) y + /",(**, ty, tz, . .) e ■+■ . . 

= nt"->f(x, y, z, . .)■ 



Položíme-li t = 1, máme 

(16) fja, y, f, . .) x + /,(*. y, *, . .) y + AC*, »,*,..)« + ■■ 

= «/(x, y, z, . .). 
anebo stručněji 

*.+£. + £.+..=« 

čímž přímý výrok dokázán. 

Ale i opak platí. t. j. hoví-li funkce / této parciálně diffe- 
renciálné rovnici, jest homogenní a to stupně «. Položíme-li 
totiž do (16) tx, ty, tg, . . na místo x, y, g, . ., obdržíme 
f*{tx, ty, tg, . .) tx + fj(tx, ty, tg . .)ty+ . . = nf(tx, ty, tg, . .)■ 

Utvořme funkci 

(1T) F(0= íSň » - A 

a její derivaci dle t: 

_ ^f^ly.-OH^^rOy +..] -nf{tx,ty,..) _ 
t {t) — ■ ť , 1+ , ~ " 

Poslední rovnice ukazuje, že tato derivace jest 0, a tedy 
jest F(0 stálé, pišme třeba F(í) = F(l) =f(& y, z ■ .)■ 

Nyní znf (17) 

t. j- 

/(ta, íy, . .) = <■/(*, », . .), 

čímž tvrzení dokázáno. 

Derivujeme-li totožnost (15) dvakrát, třikrát, . . dle t a 
učiníme-li pak í = 1, obdržíme, značíce homogenní funkci «-ho 
stupně f(x, y, g, . .) literou «, řadu rovnic parciálných 

= n(n — 1) m, 

18 ■*- + $,■ + . .+•££.■,+.. 

= »(»— 1) (» — 2) «, 
jimž hoví m. Všecky tyto rovnice ostatně plynou applikací 



Enlerovy v8ty na parciálné derivace funkce m, dle níž máme 
rovnice 









>'ll 












(»- 


-í) 


tx ~ 


dx< 
Vu 


x + 


Wh 


» + 


bxlíz 


» + .., 


l«- 


-í) 


% 


dxdy 


?■ + 


V 


<J + 


tiyTíz 


« + .., 



jichž násobením z, y, . . a sečtením vychází první rovnice (18), atd. 



111. Funkcionálně determinanty. 

Fnnkcionálný í. Jacobi-ho*) determinant « funkcí y„ # a , . . 
y„ tolikéž proměnných x,, x 2 , . . x a nazván (Či. 95) determinant 
utvořený z m 1 parciálných derivací prvního řádu těchto funkcí 



lx, 


' 3s, 


9«n 


«.», 


3», 


%, 


lx, 


3x a 


iX u 


dy« 


íy. 


a.». 


ix, 


3ic 3 


5i„ 


ví 


ymbolem 




»(>llt> ■ 


Jí.) 



D (jřj, x a , . . #„) 



Důležitost tohoto determinantu vysvitla již v 61. 95. a vy- 
chází také z následujících vět. 

Jsou-li y„ . . y a funíce tolikéž proměnných «,, . . ««, a ť^ío 
opií funkce tolikéS proměnných x u . . x n , tu fnnkcionálný determi- 
nant funkci y dle proměnných x se rovná součinu z funkcionálného 
determinantu hodnot y dle hodnot u a z funkcionálného determinantu 
těchto dle proměnných x. 



Vzhledem k 



3y, 9mj_ , 7>y, 3u a dy r dw n 

3«, Dx, 1>u a Zx, "•"*'"•" j) Uo 2x, 



I Jacobi, De determinant! bua functionalibus, Gesaromelte Werke, t III. 



máme skutečně dle pravidla o 


násobeni determinantů 
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3u„ 




9a:, 3x„ 




D(x,. ..x.)~ 
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3y« 




3m„ í)w„ 
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*u a 




3j, 3ar n 





Ze při nemizícím funkcionálném determinantu 
možno j 1 , 



Jsou-li y,, . . y n funkce tolikií proměnných x ti . . x n a jest-li 
jich funkcionální/ determinant různý od nulit/, možno naopak hodnoty 
x pokládati za funkce proměnných y a jich funkcionální/ determinant 
jest reciproký k onomu funkcionálnímu determinantu. 

p y..--/. ) 

D(*„..*„) 

hovící rovnicím 

y» — /ČC^n ■ ■ x ") = 0, * = 1, 2, . . « 
pokládati za funkce hodDot y, , . . y», bylo již v íl. 95. vytknuto. 
Pokládajíce tedy y t , . . y a za funkce proměnných x t , . . x B , a tyto 
opět za funkce proměnných y,. ■ ■ ya, máme dle předchozí věty 

Dígn-y -) = DCy„--gQ Dfo,..^) 

) ■ 



y.) = o, 



jako speciálný případ této formule možno považovati formuli 
pro derivaci implicitní funkce jedné proměnné v Či 93., což opět 
poukazuje k analogii funkcionálnýcli determinantu s derivacemi. 
Abychom formuli tu dokázali, derivujme dané rovnice dle každé 
proměnné x majíce na zřeteli, že y jsou funkce proměnných #; 
tím obdržíme n fl rovnic 



t. i 

jak bylo d< 


D (9,. ■•».) ~~ 


DO,,.. 


x.) D(jf,...jf, 


D(»„..». 
DO,,.-*, 
kázati. 


) D(sr„ 


• • U.) 


= 1. 


Jest-h 
implicitní r 


dó«o « funkci 
ivniremi 


»,. • ■ ». 


tolittí 


promftiM 


/,(*,. 


■ x., y,,.. y„) = 


:0. . ./„O,, ..x 


., *■,-■! 




D(y,,..y.) _ 


(-!)■ 


D(/„ 
DO,. 
D(/„ 


■■f.) 
..I.) 



' tx t ty, 3x, ~*~ 3y, 



ta, n 



, ' r ty„ ta.' 



Determinant z levých stran utvořený jest tedy součinem 

z determinantu o elementech -~ a z determinantu o elementech 
*y 



_ _, :iiiiMi V_ 

■ i- 



r_ n- Df/.^-A ) - D( /h../- ) D(y„.-y Q 

"• ; D(a>„ ■ ■ «0 ~ "D"ůř.. ■ • *) D(ft, . . «.)" ' 
z čehož plyne formule, o kterou šlo. 

Jest-li determinant +. - , 1 ' ' * ■ ". ťoťoíní*) roue/í mmíZě; mc- 
Dfo, . . x u ) ' 

jsou-li ale pro nějakou soustavu hodnot *„ . . x B všecky podřízené 

jeho determinanty nullami, tu jest v okolí oné soustavy jedna z hodnot 

y,,..y, funkci ostatních ; 

vymizi-li ale také všecky podřízené determinanty, jest-li ale 
alespoň jeden podřízený determinant n — 2 -ho stupně pro nijakou sou- 
stavu x různý od nu'ly, jsou v jejím okolí dvi z hodnot y funkcemi 
ostatních ; 

a obecně: vymizi-li totožně s funkcionálním determinantem 
všecky jeho podřízené determinanty ah věetni stupně n — r + 1, jestli 
ale alespoň jeden minor stupni n — r pro nějakou soustavu x různý od 
nully, jest v jejím okolí r z hodnot y funkcemi ostatních. 

Proveďme důkaz pro případ n — 3, připomínajíce, že jej 
pro libovolné » možno obdobně provésti. 

Mějme tedy 

(19) y, = <p,(x u x s , x a ), y, = ?„(«,, x a , x^), y 3 = <p 3 (x % , *,, x 3 ), 

a předpokládejme, že determinant ~=-^ií-^JaL se totožně rovná. 
D(x,, ,r a , x 3 ) 

0; dále Že n. p. minor náležející k elementu -^- L ' t. j. determinant 

TífeHŽr je8t různý od nully - 

Vzhledem k poslední supposici možno x a a x 3 pokládati 
za implicitní funkce proměnných x,, y a , y 3 , dané druhou a třetí 
rovnicí (19); vložením jich do rovnice první 

y, =9ifa,afc,X|) 
přejde y, do funkce týchž tří proměnných x x , y a , y 3 . 

•) t. j, pro všecky hodnoty proměnných x„ . . j-u- 
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Možno tedy y,, y a , y 3 pokládati za funkce x„ Xq, x a a tyto 
opět za funkce proměnných x u y, 2 , y 3 ; a applíkací předeslané 
věty máme 

ť2oi p (yn»a-y») _ D(yny».y») doc., ■% ■*•») 

V"' V(x u y*,y 3 ) - D(* lf ^, x a ) DC*, jmft) ' 

Avšak 

P<yt. y«y» ) _ ggj 
P(*ii y a > y a ) ^i 
a 

Dťa:,, a,, ar a ) _ D Qr a , »,) _ 1 

I>(^,.y a , ff a ) — D(y tt , jř s ) — D (y a , y a ) 
D fx,. aO 
jest dle supposice konečná hodnota. Rovnice (20). v niž levá 
strana dle supposice jest 0, tedy podává 

■*- = o, 

vložíme-li tedy do y, = g),(ar,, x^, x 3 ) za .z 9 , % jich výrazy ja- 
kožto funkce proměnných #,, y 3t y ay tu se stane y, neodvislé 
od £,, t. j. pouhou funkcí hodnot y v y 3i jak bylo dokázati. 

Předpokládejme, za druhé, že determinant ~f7~f ' g " ^ 

i všecky jeho podřízené determinanty se rovnají totožně 0, že 
ale alespoň jeden minor prvního stupně, t. j. jeden element, n. p. 

poslední -s*-- ^ ; supposici takovou možno vždy učiniti, neb 
jinak by všecky tři funkce <r,, qo 3 , <r 3 se redukovaly na stálé. 

Vzhledem k ■—- ^ možno (či. 94.) x 3 pokládati za im- 
plicitní funkci proměnných x„ x s , y a danou třetí rovnicí (19), 
jejíž derivace dle x, a x% plynou z rovnic derivováním této 
získaných 

3y 3 , _?_£»_ _^_ _ foa , *fa * x 3 _ 
3a;, Zx a Zx, ' Zx a Zx 3 3x a 

Vložením této hodnoty x a do první rovnice (19) obdržíme y, 
jakožto funkci týchž proměnných ar,, x s , y 3 a její parciálné deri- 
vace dle x 1 a # a jsou pak 

3y, 3<f, 3<y, dx 3 3y, 3<p, 3<r, 3ff 3 

3a:, dx, 3x 3 3-r, ' 3:r a 3# 3 3% 3# a 
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hoc 


noty 
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'edchozích r 
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dtp, 


3? 3 
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ix, 
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ix 
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a,, 

3l, 
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a*r, 
aíT 


3?s 

Ti7 
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D(.»,.y a ) 
Ď(i„i,) 
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a^j 
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Čitatele na pravé straně jsou dle supposice 0. kdežto jest 
jmenovatel -~- ^ 0, a tedy máme 

^- = 0, *-=0, 
ůx x ax^ 

t. j. po zavedení x 3 jakožto funkce x,, #«, y a jest y t nezávislé na 
ar, a x a , tedy pouhou funkcí proměnné y%. Obdobné by plynulo, 
že jest i y a pouhou funkcí proměnné y 3 , t. j. 

y, = vCy 3 )- y* = i{yi)> 

jak bylo dokázati. 



Kapitola VIII. 

Maxima a minima. 

112. Maxima a minima funkce jedné proměnné. 

Funkce jedné proměnné f(x) jest pro hodnotu x = x ma- 
ximem, jest-li /(#„) větší, a minimem, jest-li f{_x a ) menší než f(x~) 
pro všecka x jistého okolí místa x , t. j. existoje-li kladné číslo t 
takové, že při < | A | < t platí 

/(*•) >/(*■ + A) resp. /(*,1 </(*, + A). 

V novější dohě označena maxima i minima společným ná- 
zvem extremních, hodnot. 

Tímto způsobem definovaná maxima neb minima slují také 
absolutní; o jich vzniku rozhodují sousední hodnoty funkční, 
z čehož patrno, že může míti funkce několik extremních 
hodnot, a Že může míti maxima, která jsou menší než mi- 
nima- Funkce spojitá definovaná v intervallu (a . . b) má 
horní a dolní mez L, l svých hodnot a dosáhne ji (Či. 42.); sta- 
ne-li se to pro hodnotu x„ různou od krajních hodnot a, b, jest 
f(x ) maximem, resp. minimem, a zároveň ovšem největší, resp. 
nejmenší funkční hodnotou v intervallu. 

Jest-li intervall, v némž spojitá funkce f{x) jest defino- 
vána, nekonečně velký, tedy (a . . <x>), (— x . . b) aneb ( — <x 
.-+»), tu věta o existenci horní a dolní meze L, l nemá mí- 
sta, a funkce může tyto meze míti, ale nemusí, a taktéž může, 
ale nemusí míti maxim neb minim. 

Má-li f(x) pro %■= x a kladnou derivaci f(x a ), tu roste f(x) 
na tomto místě (Či. (i8.) a jsou tedy sousední hodnoty f(x) větší, 
resp. menší než /(#„) souhlasně s x^x B ; v případě tom není 



tedy /(#„) ani maximem ani minimem. A poněvadž týž výrok 
platí, když ./'(#,) jest záporná hodnota, soudíme: 

Má-li funkce /(/:) pro x = x konečnou derivaci různou od 
nully, tedy pro x = x není funkce ani maximem ani minimem. 

Mohou tedy vzniknouti maxima neb minima funkce fix), 
která obecně má derivaci, jen pro ony hodnoty x, pro něž buď 
derivace f'(x) vymizí, aneb neexistuje, aneb jest nekonečně velká. 

Uvažujme nejprve hodnotu x , Činící /'(*») = 0, a připo- 
meňme, že (či 68.) 

/(*)-/(*,) = (*-*,)/(*,), 
kde x, značí hodnotu mezi x a x položenou. 

Stává-li se f"{x) na místě x = x a nullou takovým způsobem, 
Ěe při tom přechází s rostoucím x z hodnot kladných do záporných, 
resp. naopak, tedy jest /(#„) maximem resp. minimem; v prvním 
případě mánie totiž při x ■< # , také x, — x <z 0, /'(#,) >- 0, a 
při x > x . také x, — x "> f(x.,) <0 a tedy vždy (x — x 9 ) 
/*(*,)> 0, t. j. f(x) — f(x ) < 0, v druhém obdobně f{x) 
— f(x ) > 0. Stává-li se ale f'(x) na místě x = x nullou takovým 
způsobem, že při tom přechází s hodnot kladných opět do hodnot 
kladných, aneb ze záporných opět do záporných, tu není f(x a ) ani 
maximem ani minimem; má totiž pak /'(#,) stálé znamení, nechť 
jest x^x , a tedy má (x — x )f(x t ) různá znamení souhlasně 
S X ž* x . 

Znamení derivace f'(x) v okolí místa £„ možno snadno po- 
souditi pomocí hodnoty druhé derivace f"(x) pro x = x a . Jest-li 
totiž /"(*,) < tedy funkci f(x) ubývá, a poněvadž f(x ) = 0, 
tedy přechází f'{x) z hodnot kladných do záporných s rostoucím 
x; při f"(x ) >■ ovšem přechází f{x) z hodnot záporných do 
kladných, tak Že platí výrok: 

úiní-li hodnota x„, která annulluje f(x), druhou derivaci f"( x ) 
kladnou, resp. zápornou, jest ý (x) minimem, resp. maximem. 

Jestliže hodnota x e annullujíci f{x) také /"(ar) anuulluje, 
tedy pravidlo to nerozhoduje. Supponujme hned obecně, že 
f(x„) = 0, f"{x a ) = 0, . ., f*-»(x ) = 0, /<">(>„) ^ 0; 
pak v Taylorově formuli 

/(*)=/(*.) + «*.) — rp- + • ■ +/■—(«.) {! "Z^' 



kde x, značí hodnotu mezi x a x t , vymizí prvních n — 1 členů a 
máme 

/(*) - /(*.) = /■<»->(*,) -^5^- 

Při f ta} (x ) > roste /"-"(ar) v místě *„, a poněvadž 
f (u -'>(x t ) = 0, tedy přechází z hodnot záporných do kladných; 
obdobně při f íu X x ň) < přechází / ío_1) (;r) z hodnot kladných do 
záporných. Jest-li n liché tedy » — 1 sudé, má (x — ;r ) n_ ' vždy 
kladné znamení, a tedy má f(x) — f(x a ) souhlasné znamení 
s /' w_, '(ir,), která hodnota má při x ^ x a různá znamení; v pří- 
padě tom nenastane pro x = x„ ani maximum ani minimum. 
Jest-li ale m sudé. tedy « — 1 liché, má (x — x ) n_l znamení + 
souhlasně s x ^ x , a tedy má při /'"'(x,,) > součin na pravé 
straně stále znamení +, a při f ia) (x a ) < stále znamení — , t. j. 
/"(x ) jest minimem, resp. maximem. 

Téhož výsledku dojdeme rychleji, předpokládáme-li. Že i w-tá 
derivace f w (x) jest v místě x a spojitá. Vezmeme-li nyní formuli 
Taylorovu až do n-té derivace, máme 

kde x, jest opět mezi x„ a x. Poněvadž / ,n, (x) jest pro x = x„ 
spojitá, má f w (x) totéž znamení jako f"°(x„) pro dosti malé 
| x — x, t | a totéž znamení má tedy i f ím> (x,). Při lichém n mění 
ale (x — #„)" své znamení, a tedy není ý(x ) ani maximem ani 
minimem ; při sudém » jest (x — x ) a stále kladné a tedy má 
f(x) — fix,,) souhlasné znamení s f í "'(x 1 ) čili i s ý (a) (x ), a jest 
tudíž minimem neb maximem souhlasně s f (a '{x g ) ^ 0. Tím na- 
lézáme větu: 

Jestliže pro x = x vymizí první a některé následující derivace 
funkce f(x), tu jest /(xj hodnotou extremní aneb jí není souhlasně 
s tím, jest-li první nemizící derivace řádu sudého neb lichého ; v prv- 
ním případě jest f(x ) maximem, resp. minimem, dle toho. je-li ona 
nemizící definice záporná, resp. kladná. 

V příčině hodnot x , pro něž f(x) nemá derivace, neb ne- 
konečně velké derivace, kdežto derivace f{x) pro sousední hod- 
noty f{x + h) existuje a jest pak konečná, možno také dle před- 
chozí úvahy postupovati Roste-li n. p. funkce f(x) pokud x> x 
a ubývá-li jí při x <. x , t. j. jest-li f{x) ^ souhlasně s x ^ x a 
jest f(x a ) patrně minimem, a v opačném případě maximem. 



113. Příklady. 

1. Rozděliti dané číslo na dvě části tak, aby jich součin 
byl maximem. 

Jest-li a dané číslo a x, a — x Části, na něž je dělíme, már 

/(*)=*(„-*) 

býti maximem. PoloŽíme-li 

f{x) = o — 2z = 0, 
nalezneme x = -=-, a poněvadž /"(#) = — 2 <: 0, má f{x) pro 

x = ~ maximum, nutno tedy číslo rozpůliti, a pak vznikne 
maximum /(~o~) — "i - * Toť největší hodnota funkce ý(x) vůbec; 
neboť při x ■< -=- jest f(x) kladná a při x>-~- jest f(x) zá- 
porná hodnota, t. j. funkce f{x) v intervallu ( — oo . . -h~| roste 
a v intervallu (-5- . . + oo ) klesá. Funkce /(«) v intervallu 
(— ac . . + ač) nemá ani horní ani dolní meze. 

2. Do dané kružnice napsati obdélník ABCD (obr. 6.) ta- 
kový, aby výraz V = AB . AD a byl maximem. 

Je-li průměr AC = 2a, základna AB = x, 

jest 

B^ ^c V = *(4« , -* a ); 

dV 
první derivace —7— = 4a a — 3a:* vymizí pro 



d*V 
Obr. fi. známu a; vezmeme jen kladnou; poněvadž — v -g- 

— — 6a: pro .c = -^= jest záporná, podává toto x maximum 
k 8 



2a /, „ 4a a \ 16o* 



Hodnotu íc = AB snadno sestrojíme, rozdělíme-li nějaký 
průměr AČ na tři stejné díly a vztyčíme-li v třetině E na prii- 



měr kolmici EB; pak patrně 

AW = AČAĚ=2a~, AB = -^L- 
3 1/3 

Abstrahujeme-li od původního geometrického znění úkolu 
a tažeme-li se po extremních hodnotách funkce 

f(x) = x(4a*-x*), 

nalezneme je pro x = jy= jakožto maximum a pro x = — — 7= 

jakožto minimum. 

Derivace f{x) jest při | x \ < ^~ kladná, při | x I > p^= 

záporná; v intervallu I— 00 . . — .-7=) te ^y /(*) klesá, pak 

v intervallu I — p^= ■ ■ + §-7=) stoupá, nařež v intervallu 

(ry= *■ + *>) opět klesá. Nabývá tedy/ (a;) pro x — — » nej- 
větší a pro x = + 00 nejmenší hodnoty, totiž 

lim /(») =r + 00, lim f{x) = — <*. 

3. Do dané ellipsy vepsati obdélník o maximálné ploše. 
Jest-li rovnice dané ellipsy 



a x, y souřadnice třeba kladné jednoho ze čtyř vrcholů vepsa- 
ného obdélníku, jest ixy jeho plošný obsah a jde tedy o ma- 
ximum výrazu V = 4 — x l/o a — x a , v němž proměnná * jest 
vázána na intervall (0 . ■ a). 

Poněvadž se při derivování kladný stálý faktor reprodu- 
kuje a na znamení výsledku vlivu nemá, možno se omeziti na 
vyšetření maxima funkce 

J(x) = x]/ a * — x*; 

f{x) = —^- —t-t- - — vymizí pro x = 7-7= a poněvadž pro tuto 
y/ď* — x 3 |/2 

1. j *. j \. 1 j ■ uu \ — 4a; (o* — x*) + x(a* — 2x*) 

hodnotu druhá derivace f"(x) = — -- -- . - ^— j - = — - — 

(a — X ) l/a" 1 — x 1 

nabývá hodnoty záporné, podává x = y-^= maximum plochy 

E. Wijr, ťuínl differíncUlnJ. 1? 



V»„. = I A ~ x\/ a *-x* — 2 



Z rovnice ellipsy plyne pro x = 



1/2" 



drahá souřadnice 



vrcholu nalezeného obdélníku y := :y=, a tedy x : y = a : 6, 

z Čehož patrná konstrukce maximálného vepsaného obdélníku. 
i. Do dané kružnice vepsati rovnoranienný trojúhelnik 
maximálně plochy. 

Budiž a poloměr dané kružnice (obr. 7.), O její střed, ABC 
vepsaný rovnoranienný trojúhelník o ramenech AC — BC, o výšce 
CD. Pokládejme vrchol C za daný a stanovme 
trojúhelník délkou OD = x, kterou počítáme 
kladně při ČĎ"> ČO, a záporně při CD < Ca 
Pak jest plocha trojúhelníku 

/W = (» + i) l/J^i 1 ; 
derivace 

df(x) a" — ax — 2# a 




Obr. 7. 



dx 



V* 



vymizí, když vymizí Čitatel a to se stane pro 
x = -^- a pro x = — a. Hodnota a; = — a vede k trojúhelníku 
o nullových rozměrech, tedy k řešení geometricky nezajímavému, 
kdežto #= — podává trojúhelník rovnostranný. Poněvadž 
jy(js ) _ — (o + *=k) (q a — ^ 8 ) +_g(aj — aa? — 2a: 3 ) 
(<x 3 — a: 3 ) 1 
pro x = -^- nabývá hodnoty záporné 

rovnostranný trojúhelník maximálný: 



/(»)„„.= //(») = 






5. Problém Fermatův : Po každé straně roviny MN (obr. 8.) 
jest dáno po bodu A, B; má se bod A spojiti s B takovou ča- 
rou, aby součet 

AC OB 



kde C znáči bod proniku čáry 
■daných stálých v, v,*). 



vinou, byl miniuiálný při 



Nutno zajisté především za Čáry AC a CB vzíti přímky. Dále 
stačí omeziti vyšetřování na rovinu kolmou k rovině MN. neboť 
kdyby se bod C nenalézal v této kolmé rovině, nýbrž ležel mimo 
její stopu A,B„ n. p. v C,, tu veďme C,C kolmo k A,B„ 
i bude v trojúhelníku ACC, odvěsna kratší přepony AC^cAC,, 
a obdobně BC < BO„ z čehož by 
plynula menší hodnota 



. AC, 



BC, 



a nemohla by čára AC,B podá- 
vati minimum. 

Položme A,B, = a, AA, =p, 
BB, = q, A^C = x a tedy 



B,C = a — x, AC = |/*' + P\ 

BC = |/(o — a^+T 1 ; 
funkce, o jejíž minimum jde, jest 

První derivace 

roo = ' 

vymizí pro x činící 



Vx' + p 



1 



tj. 



\/x' + p' 



l/(« 


- T)' 


+ q 3 






•>. 






1 




a — 


G 


" v 


a — x 


-*) 


+ 2* 



- V (a 



Čili - 



xf + g' 
x _ sin j? 



1 A,C _ 1 BtC 

» AČ — ", BC 
kde a, /? značí úhly sevřené resp. přímkami AC, BC a kolmicí 
HK k rovině MN vedenou. Že pro dráhu ACB, poslední vý- 
minkou—; — ir = — stanovenou, nastává minimum funkce f(%), 



*) Formátová methoda de maximii et minimis jakož i jeho řešení problému 
tangent se v podstatě shoduji s metbodou počtu differencíálného, tak sice, že La- 
grange a jiní bo pokládali za vynálezce počtu infinitesimílného ; v. Lagrangi, 
Le^ons sur le Calcul des fonctions, Legon XVIII 8 . 
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ukazuje druhá derivace 



(*' + *»)'/. ^ v, [(« - *)« + <?*] 'A " v " 
6. Budiž y = x', x>0; /y = lima* = l. 
Derivováním 

& = *■(!+ log*). 
Poněvadž ** jest stále klaune a nikdy nevymizí, jest 

-JL — í\ ion tiři W« = — 1 . t i r. = — 



</.■(■ 



= jen při log:c = — 1. 1. j. x = — ; pro x ■< — jest patrně 
-p- ■< a pro x >■ — jest -J^ !> 0. Jest tedy «/ pro x = — ab- 
solutním minimem! — 1 =0'676411 . ., a to jest také nejmenší 

hodnota funkce y v intervallu (0 . . <» ) ; funkce ta nemá ani 
maxima, ani horní meze v tomto intervallu. 
7. Budiž daná funkce 

y = X*, 

která jest touto rovnicí definována v intervallu ( — ■» . . +<*>)- 

Derivace f'(x) = | x * nevymizí pro Žádné konečné x, avšak 
roste do « pro x = 0; pro x <: jest f'(x) •< 0, pro x>0 
jest f'{%)>0, tedy nastává pro x = minimum /(0) = 0, a hod- 
nota ta jest vůbec nejmenší hodnota funkční, neboť funkci při 
záporných x ubývá, a při kladných přibývá. Maxima ani horní 
meze funkce v intervallu (— <w . . + x) nemá. 

114. Maxima a minima funkce více proměnných: nutné 
Yýminky. 

Funkce více proměnných u=f(x, y, z, . .) stává se pro 
hodnoty x , y B , z a , . . maximem, jest-li f(x , y , ' « , . .) větší, 
a minimem, jest-li tato hodnota menší než f(x, y, z, . .) pro 
všecka x, y, z, . . jistého okolí místa x , y Q , z a , . ., t. j. platí-li 

/(••i y»> *„ ■ •) >/(« y, *■ • 0* resp. </(#, y, z, . .) 

pro všecka x, y, z, . . taková, že číselné hodnoty rozdílů x — #„, 
y — Vat # — ^oj • ■ nepřesahují určitá kladná čísla. Maximum 
/( x ti Vai z tf ■ ■) 3 es t t^y * jistém okolí místa x , y , ř u , . . nej- 
větší, a minimum nejmenší funkční hodnota. 



Uvažujme funkci jedné proměnné f(x, y 01 z„, . .); jest-li 
w maximem neb minimem pro x , y„, z , . ., jest /(#„. y , s„, . .) 
největší, resp. nejmenší hodnota funkce /(>„, y , z , . .) v jistém 
okolí místa x a , t, j. maximem, resp. minimem této funkce jedué 
proměnné. 

Má-li tedy derivace f'*{x , y , z a , . .) určitou konečnou 
hodnotu, musí to býti hodnota 0. Obdobný výrok platí v pří- 
čině ostatních proměnných, čímž nalézáme větu: 

Má-li funkce u =/(#, y, z, . .) na místi #„, y , s , . . ma- 
ximum neb minimum, tu vymizí v tomto místě všecky její první 
parciálně derivace^ ač-li mají určitých konečných hodnot. 

Řešením n rovnic o » neznámých 

/'„ = 0, f, = 0, /«. = 0, . . 
obdržíme tedy ona místa x t , y t , z , . ., v nichž parciálně deri- 
vace jsou určité a konečné a jež mohou podávati maximum neb 
minimum funkce o n proměnných u=f(oc, y, z, . .)■ 

Abychom blíže vytkli, kdy pro takové řešení může sku- 
tečně vzniknouti maximum neb minimum funkce w, položme 

x = x + ht, y = y a + kt, z = z, + It, . . 
a u =f(x + ht t y + kt, *, + (/, . = F(í). 

Jest-li u maximem neb minimem v místě x , y„, s a , . ., 
platí totéž patrně o funkci F (ř) pro t = 0. 

Jsou-li parciálně derivace funkce f(x, y, z, . .) spojité, má 
r(ř) konečnou derivaci 

l"W =/'.(«, v, >■ ■ o|j-+/'»<*, s, •,-■)% 

+/'.(*,», «..•)! + •■ 

a tedy pro maximum neb minimum musí platiti 
F(0) =/',(*„, jr„ «., . .)*+/',(*.. »., »., • .)* 

+ /'.(».,».,*., • .)( + .. =0, 
nechť jsuu h, k, l. . . jakékoli hodnoty. To vymáhá, aby 

/'.(*„ »., »„ ■ = 0, /',(i , sf.. «.,••) = o, 
/'■(«„ »„ «,...') = o, . ., 

jakož jsme již nalezli. 
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Za supposice, že má f(x, y, z, . .) i druhé parciálné deri- 
vace a spojité, obdržíme 

F"{*) =/"„(*. y, *, . .) fc a + /"„(*, »,*,..)*• + .. 

+ 2y„c*. v, *> ■ .)■** + .. 

Pro maximálně, resp. minimálné F(0) musí (či. 112.) 
F"(0) ^ 0, resp. F"(0) ^ 0, 
čímž nalézáme nutné, však nikoli postačující výminky pro ex- 
tremní hodnoty: 

Aby funkce /(ar, y, 2, . .) c místě x , y , z a . . „ v němž všecky 
její první parciálné derivace mizí a druhé jsou spojité, mohla býti 
maximem, resp. minimem, nesmí kvadratická forma proměnných 
h, i,l,.. 

F"{0) = f" II (x , y , #„ . .) h 1 +f'„(x , t/„ *„..)*" + .. 

+ 2/" XI (^ y.> #„..)** + ■• 
nabývati žádných kladných, resp. záporných hodnot, nechť jsou 
h, k, l, . . jakékoli hodnoty. 

Píšeme-li dx, dy, ds, . . místo hodnot h, k, l, . ., můžeme 
vymizení parciálných derivací funkce / v místě x , y , z a . . . 
nahraditi rovnicí df= 0, a F"(0) psáti d % f; čímž nalezený vý- 
sledek možno takto vysloviti: 

Aby funkce f(x, y, z, . .) v místě x B , y , z , . ., v němí totálný 
diferenciál df(x, y, z, . .) vymizí, mohla býti maximem, resp. mi- 
nimem, nesmi druhý totálný differenciál d' 1 f{x, y, z, . .) nabývati 
žádných Módných, resp. záporných hodnot při libovolných diferen- 
ciálech dx, dy, dz, . . 

Po způsobu Gaussové zde nazvána racionálna celistvá a ho- 
mogenní funkce proměnných h, k. I . . formou; stupeň oné funkce 
se označuje ovšem také jakožto stupeň formy. 

Forma sluje definitní, vymizí-li jen tenkráte, kdy všecky 
proměnné, ovšem reálné, vymizí ; n. p. x 1 -|- y 1 -)- z 3 jest defi- 
nitní kvadratická forma. 

Forma sluje indefinitní, nabývá-li jak kladných, tak zápor- 
ných hodnot; n. p. každá forma lichého stupně, jejíž koefficienty 
nejsou vesměs 0. jest indefinitní, neboť změna znamení u videch 
proměnných má v zápětí změnu znamení celé formy, 

Každá forma, jsouc celistvou funkcí, jest spojitá. Nabývá-li 
hodnot různě označených, nabývá také hodnoty v nekonečném 
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množství míst*), prořež indefinitní forma nemůže býti zároveň- 
definitní, aneb naopak; forma definitní má tedy pro všecky hod- 
noty proměnných totéž znamení, vyjma pro hodnoty nullovéi 
pro něž vymizí. Ovšem ale může býti forma taková, že není ani 
definitní, ani indefitní, totiž taková, že sice vymizí pro hodnoty 
proměnných, které nejsou všecky nullami, že ale jinak má vždy 
totéž znamení, n. p. forma a; 1 + Ixy + y a č. (x + y) a . 

115. Nutné a postačující výminky pro maximum neb 
minimum. 

Dle věty Taylorovy máme 
/(*. + a, y a + *. Z + l,..) = f(x a , y„ M„ . .) 

kde index značí, že do příslušných derivací za proměnné 
nutno vložiti x Q , y , fl , . . a kde zbytek R, jest symbolicky dán 
(či. 92.) 

«.=t 1 t(-,V»+Í í +-)/ í 

v něm index # značí, že nutno po rozvinutí symbolu proměnné 
nahraditi hodnotami x„ + &h, y a -f- &k, . ., při čemž & označuje 
jistou hodnotu mezi a 1 položenou. 

Pro hodnoty x B , y a , .?„, . . annullujicí první parciálně derivace 
funkce / tedy máme 

/(*. + *,». + *,. •) =/(*., v,. ■ ■) + a,- 

Aby pak f(x a , y a , 2 , . .) bylo maximem, resp. minimem, t. j. 
aby bylo 

f{%<> + *, 9 + k,..)<Z f(x , y„ . .), resp. ->f(x , y„, . .). 
jest nutné a stačí, aby pro všecky přírůsty h, k, . . číselně menší 
než určitá kladná čísla, platila nerovnost 
Ka •< 0, resp. R„ •> 0. 

Toto nutné a postačující kriterium nemá však valné ceny 
praktické vzhledem k okolnosti, Že do výrazu pro R, vchází 
neznámá hodnota o. V případě funkce dvou neodvisle proměn- 
ných f{x, y) možno však snadno z něho odvoditi pravidlo více 
uspokojující : 

*) Důkaz tťto věty v. Ginocchi-Pione, 1. c. pag. 121. 
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Jest-li funkce f(x, y) i se svými prvními a druhými derivacemi 
spojitá v okolí místa x a , y , v němě 






a jest-li pro x e> y a výraz 



dx* 



3V / Vf \» 

-53- 1 < jesť /(#». #0) maximem a při I -^y I >■ O 



minimem. 



Jest-li pro x a , y rýras (1) záporný, neníf(x , y a ) ani maximem 
ani minimem, a jest-li pro x , y výraz ten nullou, není o existenci 
maxima neb minima rozhodnuto. 



Za supposic učiněných o funkci f(x, y) platí Tayloruv 
rozvoj 

/(«d + K y 4- *) 



Supponujme nejprve, že výraz (1) pro x„, y jest k 
Nerovnost ta vymáhá, abyj-^-J ^ 0, a vzhledem k 



Bpoji- 



-^—\ -j* n T>,! Q n, a -ii za příčinou stručnosti A, B, C místo 



fí 






máme tedy A^Oa poslední rozvoj moŽDO psáti 

/(*. + *,*. + *)- /(*„, y.) = 4a í x ' h ' + 2AB " + AOiS J 

Výraz (1) jest pro # = #„, y = y„ dle supposice kladný, a 
tedy vzhledem k spojitosti drahých derivací funkce /také kladný 



pro x = x + ůh, y = y» + #A\ jsou-li | A | , | i | dosti malé, t.j. 
pak máme AC — B 9 :> 0. To ale ukazuje, že v poslední rovnici 
závorka na právo jest vždy kladná, mizíc jen pro h = 0, k = ; 
má tedy f(x + A, */„ + A) — f(x„, y„) stálé znamení a a. totéž 

jako A, čili i jako (~^£-)- Jest tedy /(*„ y„) při (-|^-\ <0 

maximem a při ( -—§■ | > minimem ; vzhledem k (2) jest patrně 

souhlasně j-j4" J"^ 0, resp. > 0. 

Je-li výraz (2) rovný nulle, nemůžeme souditi, že AC — B* 
jest kladné, a že tudíž pravá strana má stálé zuameni. 

Je-li konečně výraz (2) záporný, tu pro A. i hovící požadavku 
AJi + BA = jest pravá strana s A opačného znamení, a pro 
A=0 nebo dosti malé k téhož znamení jako A. tak že není 
f( x o> &>) am " maximem ani minimem. 

V příčině maxim a minim funkcí více proměnných citujme 
bez důkazu větu, kterou uveřejnili Genocchi-Peano, 1. c. pag. 183. 
a tamže dokázali*): 

Jestliže pro x = x , y = y m . . všecky derivace nižšího než n-ho 
řádu funkce u = f(x, y, z, . .) vymizí a jest-li v Taylorově rozvoji 
pro f(x a + A, y + k, . .) Hen homogenní a n-ho stupně v h, k, . . 
formou indefinitní, tu f(x , y , ■ ■) není ani maximem ani minimem. 



*) 8r. také poznámku na atr. 332., 1. c, v které se jednoduchým a poučným 
příkladem 

/(*, y) = (,* - 2M U 1 - *f *)■ />í>«, 

vyvrací pravidlo u Scrrct-a v Calcul diff. a i jinde uvedené: „Le maximum ou le 
minimum a fint, si pour les valeurs de h, k, l, , . qui annullent rf 5 / et ďf, ďf a 
constamment le signe — ou le signe +." 

Pro 3, = 0, y, = vymiz! obe derivace /'», fy a máme 
f(h, k) = 4ýf*> - 9 (f + S ) W + ě*. 

člen kvadratický jest kladný pro každé h, k vyjma h = 0, pro kterou hod- 
notu mizí současně s Cleném kubickým, kdežto £len bikvadratický jest kladný ; 
dle hořejšího pravidla by mĚla funkce /(*, y) pro x= 0, y — minimum. Tomu 
ale není tak ; položlme-li totiž y* = 2/j, tu pro lim x — také lim y ™ a zároveň 

Tato hodnota jest kladná, je-li / mimo intervall lg . . f>), a záporná, je-li / 
vtomto intervallu; nabývá tedy f(x, y) v každém okoli místa (0, 0) jak kladných 
tak záporných hodnot, t. j. hodnot větších i menších než /(0, 0( — 0, a není tudíž 
/(O, 0) ani maximem ani minimem. 



Jest-li však onen člen definitní kladnou formou, jest f(x„, y , . .) 
minimem, aje-li definitní zápornou formou, jestf(x , y a ) maximem. 

Že v případě dvou neodvisle proměnných se tato věta sho- 
duje s předchozí, jest patrné. 

Věta právě citovaná poukazuje k důležitosti rozhodnutí 
o tom, je-li daná kvadratická forma definitní Čili nic, o čemž 
jednáme v následujícím článku. 

116. Definitní formy kvadratické. 

Jde o to, nalézti kriterium rozhodující nejprve o tom, zda-li 
daná forma kvadratická v (h, k, h • ■) jest kladnou definitní 
formou, t. j. formou nabývající jen kladných hodnot pro libo- 
volné hodnoty h, k, l, . ., však vesměs nemizící. 

Jest-li ii> funkcí jeu jedné neurčité h, tedy tí> = AA*, jest 
V> !> pro každé A ^ 0, a 1> = jen pro h = 0, když A ■> 0- 

Jest-li if> závislé na dvou proměnných, máme 
4, = AA a + 2BA/; + Ck". 

Supponujme, Že u> jest kladná forma definitní ; pak pro A ^ 0, 
k = máme ^ = AA a , a poněvadž v má býti kladné, soudíme, 
že A > 0. 

Píšeme-li »f ve tvaru vzhledem k A>0 vždy možném 

w = J- [(AA + Bfc) a + (AO — B') **J, 
a určíme-li k, k tak, aby A/i + B& = 0, máme 
v> = ~ (AC - B 1 ) k* !> 
a tedy musí AC — B 1 !> 0. 



To lze také přímo nahlédnouti, píšeme-li 

/(í, *) = (**-2/A) (* 5 -2 ř i). 

Při i<.0 jest/l*, i) "> 0; aby /(i, i) podrželo i při k ~> své znamení, 
musily by pak platiti bud nerovnosti k 1 "> 2/4, A* "> 2?A pro náš účel bezvý- 
znamné, aneb nerovnosti *' <. 2/4, *■* <L 2yí, t. j. *' ■< 2ř A i a teu J I * ! < - 
I 7 si^i . Vzhledem k tomu jest patrno, že není možná udati dvě kladná čísla *, 
ij taková, aby při | h | -< », | í | <. ij bylo vždy /(4, k) -> 0; volivse totiž * jak- 
koli, možno volbou dosti malého kladného k toho docíliti, že nerovnosti | 4 | <. 
K 2^.4 není vyhověno titani *, klerá číselně jsou <. ij. 



Výminky A > O, AC — lí a > O nejsou jen nutné, ale ony 
také stačí, aby ií> byla definitni kladná forma, jakož poslední 
tvar této formy ukazuje. 

Jest-li if funkcí více než dvou proměnných h, k, l, . ., možno 
# položiti do tvaru 

i*. = AA* -f- 2BA + C, 
v němž A značí stálou, B formu prvnílio stupně proměnných 
k, l, . . a C formu kvadratickou týchž proměnných. 

Supponujme opět, že ip jest kladná definitni forma; pak 
pro k = 0, 1 = 0,.., ale A ^ vymizí B i C a máme t = AA 1 , 
z Čehož soudíme A > 0. Pišme nyní tí- ve tvaru 

V = -^-[(AA + B) 1 + AC-B s J, ■ 

v němž AC — B s jest forma kvadratická proměnných k, l, . . 
Mají-li tyto proměnné libovolné hodnoty, jež však všecky nejsou 
Dullami, a volíme-Ii A tak, aby AA + B = 0, tu obdržíme 

M> = -£■ (AC — B'), 

a to má býti > 0; musí tedy AC — B 1 > 0, t. j. ii-, ík. I . .) 
= AC — B* jest kvadratická forma vždy kladná a různá od nully, 
vyjma případ, kdy všecky proměnné jsou 0. 

Aby v byla kladná definitni forma, jest tedy nutné, aby 
A>0a dále, aby AC — B a "byla kladná definitni forma pro- 
měnných k, l, . . Výminky ty ale také stačí; neboť při libovolném 
A a při hodnotách A, l, . . jen tím obmezených, že nemají všecky 
býti 0, nabývá v posledním výraze pro \p první sčítanec hodnoty 
kladné neb míliové, druhý hodnoty kladné, a jest tedy y ;> 0, 
jsou-li ale všecky proměnné A, /, . . nullami, avšak A s* 0, jest 
opět yp = AA 1 > 0. 

Rozhodnutí o tom, jest-li daná forma kvadratická definitni 
a kladná, jest tím převedeno na obdobné rozhodnutí o formě 
obsahující o jednu proměnnou méně; pokračuj eme-li tímto způ- 
sobem, dojdeme konečně k formě o dvou, neb chceme-li jen 
o jedné proměnné, o nichž již rozhodnuto. 

Jde-li za druhé o to, rozhodnouti, je-li kvadratická forma 
if) definitni a záporná, jest to totéž jako rozhodnouti, je-li — i/> 
definitni a kladná. 




117. Příklady. 

1. Nechť se stanoví na dvou daných mim oběžných přímkách 
po bodu, by jich vzdálenost byla minimální. 

Přímka první AB (obr. 9.) budiž 
_ dána bodem A o pravoúhlých souřad- 

nicích a. b. c -a lihly er, & y, jež uzavírá 
skladnými osami, přímka druhá A,B, 
bodem A, (a,, i,, c,) a směrem (a,, /?,, j-,). 
Je-li P (x, y, z) libovolný bod 
přímky první, P,{x l , y t , 2,) libovolný 
r. 9. bod přímky druhé a položíme-li AP = r, 

A,P, = r„ máme 
F = a -j- r cos re, X, i= a, + r, COS a,, 

/ =: b -\- r cos £, y, = 4, + r, cos jí,, 

2 = c -f- f" cos 7, 2, = c, + r, cos ?■,, 

čímž souřadnice bodů P, P, vyjádřeny dvěma neodvisle pro- 
měnnými r, r,. V těchto formulích nutno pokládati r základnou 
veličinu, má-li AP směr (a, ft y), a za zápornou, je-li opačného 
směru ; obdobně o r, . 

Jde o minimum výrazu 

V = o, — xý + (y, - y) a + (s, - 2) 1 

závislého na proměnných r, r,. 
Zde 



(3) 



-*) 



3.'i* 



+ ď.-y)-í- + (*.-*) 



t. j. vzhledem k předchozím rovnicím (3) 

i yv 

2 3r 
obdobně 
JV 



: (x t — x) cos « + (#i — y) cos /? + {s — z) cos y; 



V -jj-- = (ni — «) cos «, + (y, — y) cos /?, + (2, — 2) cos j-,. 



Maximum neb minimum V může tedy vzniknouti pro hod- 
noty r, r, hovící rovnicím 

(x, — x) cos (( + (y, — y) cos § -j- (2, — 2} cos j- = 0, 
(a;, — x) cosfl,+ (y, — y) cos £,+ fo — 2) cos y, = 0. 



(4) 



OznaČíme-li (A, t», ») směr přímky PP, a S její délku, máme 
x x — x= 8 cosi. y, — y = i cos/i, 2, — 2 = S cos*, 
Čímž poslední dvě rovnice přejdou do 

COS « COS 1 + COS ff COS I* + cos y cos *- = 0, 

cos «, cos 1 + cos ři cos Ji + cos y, cos * = 0, 

a vyjadřují, že hledaná minimální délka 8 jest kolmá k daným 

přímkám AB, A,B,. Směr i, /*, t k daným směrům (*, /?, y) 

("n Či» Ti) kolmý jest vžak dán formulemi 

cos ff cos y, — cob y cos ff, 









± 


s 


n# 








COS" 


= 


COS 7 


COS«, 




- cos 


« 


cos 


řl 




+ 


s 


n# 








COS* 


=r 


COS a 


cos/í, 




- CO& 


(S 


cos 


«, 




+ 


s 


n# 









kde * značí sklon daných přímek, a znamení ve jmenovatelích 
si korrespondují. 

Promítnutím přímky AA, na přímku PP, máme ihned 

i = (a, — a) cosi + (ft, — 6) cos f + (c, — c) cos ť 
čili 

o, — a, ft, — 6, c, — c 
i = 1 cos «, cos f?, cos y : + sin #, 

I COS a,, COSft, COS?, 

kde nutno vzíti sin # s oním znamením, které podává kladnou 
hodnotu nejkratší vzdálenosti í. Poloha její v prostoru jest vy- 
tčena hodnotami r, r, plynoucími řešením lineárných rovnic (4). 
Zbývá zjistiti poetem, že tyto hodnoty£r,*r, *činí výraz V 
skutečně minimem. Mánie pro tyto hodnoty 

1 3*V 3x dv „ 9« 

— T Tr-" = - if cos " - w cos ' - v cos '• 



tj. 



1 J«V 

2 3r« 


:= cos*a + cosV + cos a J* = 1 ; 


1 3'V 

2 Jrjr, 


= __ cos « + — - cos f + -ji cos , 




= cos a cos «, + cos £ COS (?, -f- COS y COS J-i 




1 3 a V 
■s- T^í~ = cos *> 



1 3 a V 

— tt — cos a «, + cos" (9, -f cos* y, = 1, 

3 a V Ví _ a _ ■ ■ 



4 L ^ 3r, s (írSV.j j 



3' V 
prořež vzhledem k ~~a~~r~ = 2 *> nastává skutečně minimum 



2. Stanoviti maxima a minima výrazu 

V = Xx 1 + mxy + Cy a + 2Dx + 2Ey + F. 
Zde 

T^r^ + ^ + D' t^- = b * + c » + e - 

1 3 g V _ 1 3 a V _l_35__ r 

2 3* ~~ ' 2 &r3y — ' 2 By 3 — 

■ 3V 3V 

Rešíme-li rovnice -r— = 0, -=-~ = nalézáme při AC 



dx ' Ity 

- B 2 ^ hodnoty 

BE — CD BD — AE 



— AC — B fl ' »• ~ AC — B 1 ' 
pro něž by mohla vzniknouti extremní hodnota V. Poněvadž 
U 3 a V 3 fl V /3 2 V\«1 xr ™ 
4 [ ta' "3?" "(taVj j - A ° ~ B ' 
máme při AC — B fl > extremní hodnotu V (x , y ) a s. při A < 
maximum a při A > minimum. 

Jest-li AC — B s <i 0, nenastane extremní hodnota. 

Zbývá uvážiti případ, kdy AC — B" = čili kdy A : B = B 

av 

Si 
musí tu patrně platiti složitá proporce 

A:B:D = B:C:E, 

t. j. musí 

r - B * F - BD 



a možno pak psáti 

AF — D" 



V 



Pak 



* / . B _. D V. 

d a V = 2AÍda:+^-dt/j a ; d«V = 0. 

Pro extremní V musí ďV =_ «, i. j. * ~r ~i~ ff ~r ~x~ - 
pro každé dvě hodnoty x, y, hovící této rovnici má d a V stále 
znamení hodnoty A, jen při dx + -r-dy = jest d a V = 0, 
kdežto vyšší differenciály jsou 0. Nenastane tedy vlastní žádný 
extrém V ; pro hodnoty x , y , hovící x -\ — — y + -r- = 0, ale 
možno tvrditi, že "V,,,— Y« , r ^0 při A > 0, a že ¥,,, 
— V« ,7^0 při A < 0; v prvním případě jest V, , , , t. z. ne- 
vlastním minimem, t. j. sousední hodnoty V*, r jsou větší aneh 
rovny V x r , v druhém jest V» , , , t. z. nevlastním maximem. 

3. Rozložiti dané kladné číslo a na « částí x, y, 2, . . u, 
a — x — y . . — u tak, aby součin 

f=x«yf>*r . . u l {a-x-y-z . . - »)", 

kde a t (i, . . (i jsou kladná celistvá čísla, byl maximem. 

Logarithmickým differencováním máme 

(5) 

-ÍSÍ- = a — + S^- + -I- A - — — AX "*~ dy + ' ' ~ * ~ du - 

f a: "•" p y -ř- • • -I- u ř , _ a; _ y< :_ a ' 

a opětným differencováním součinu -j- df, 

_ («fa + ďy + ■ . + du) 2 



Vypočteme-li z (5) a"/ a položíme-li jej = 0, vyhovíme to- 
muto požadavku při libovolných differenciálech dx, dy, . . du, 



annullujeme-li jejich koefficienty, t. j. parciálně derivace 
funkce /: 

v.=ÍJL e k 

9a; \x a — x — y . . — « y 

2L = (£ e \f 



Du \u a — x — y . . — u f 



v- 



Nepřihlížejíce k hodnotám annullujícím /, t. j. k nullovým 
hodnotám se, y, . . u, a — x — y . . — «, může nastati extremní 
hodnota při 



x y v, a — x — y . . — u 

z kterýchž rovnic soudíme, že 
(7) 

.y_— _u _ a- x — i 



* § i ~ r> ~~ « + £+■ . + * + /», 

čímž nalezeny x, y, . . u a tím i příslušná hodnota 

Z rovnice (6) plyne vzhledem k d/=0 příslušná hodnota 

L l * / \ M / r (a-a'-jř..-«) , J " 

vložíme-li za proměnné právě nalezené hodnoty ze (7) ; pro 
tyto hodnoty jest patrně ď 1 / < 0, a vzhledem k spojitosti tohoto 
výrazu soudíme, že také R, = \d' 1 f 9 . ■< 0, t. j. (či. 115.)] že hod- 
nota f a jest maximem. 

118. Relativná maxima a minima. 

Tímto názvem se označují extremní hodnoty výrazu závis- 
lého na dvou neb více proměnných, které však nejsou neod- 
vislé, nýbrž vázány jednou nebo vfce relacemi. 

Jde-li n- p. o extremní hodnoty výrazu 

(8) « = F(*, S ,»), 

v němž se vyskytují proměnné x, y, e, vázané danou relací 

(9) /(*,y,«) = 0, 
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možno z pokládati za implicitní funkci definovanou rovnicí (9), 

a tedy u za výraz závislý na dvou neodvisle proměnných x, y. 

Máme tedy 

. 3F , . 3F , . 3P , 
au = -=— dx + -^— dij -+- -— dz, 

dx ' dy " ' liz 

kde dz stanoveno rovnicí 

to 3# * to 

PřiČteme-li k dw poslední výraz násobený libovolným fak- 
torem — i, máme 



i .=/g_ l »4. + («_l|ř\ # + /»-l»*. 



•=(£-'£)«■+£-- 



Extremní hodnoty w mohou vzniknouti tam, kde du = při 
libovolném dx, dy, volíme-li l tak, aby koefflcient při dz vy- 
mizel, musejí tedy i koefficienty při dx, dy vymizeti, t. j. 

do, "i* =o, ?-!?=* ¥->■¥-=<>■ 

dx ax dy dy dz oz 

Z rovnic (9) a (10) obdržíme hodnoty x, y, z, l, pro než 
může íí býti maximem neb minimem. 

Výrazy po levých stranách rovnic (10) jsou však parciálně 
derivace funkce F — If, pokládáme-li v ní x, y, z za neodvisle 
proměnné, z Čehož patrno, že relativní extrémy funkce F (x, y, z) 
za vedlejší výminky /=0 mohou vzniknouti jen pro hodnoty 
x, y. z činící F — 1/ absolutním maximem neb minimem, kde 
1 značí stálou. 

Zcela obdobně plyne obecnější pravidlo též od Lagrange-a 
pocházející : 

Aby se stanovila maxima neb minima funkce F(af, y, z, . .) 
za vedlejších výminek, 

(11) /■(*.**. •■) = <>, A(x,y,z,..) = 0,.., f a (x, y, z, . .) = 0, 
ntvoří se funkce 

v = f + v; + v. + ■ • + w- 

a hledají se hodnoty proměnných, jež hoví. rovnicím 

(12) |^=0, ^=0, ? = 0,.„ 

' dx ' dy ' dz ' 

při kterémž derivování se 1,, i,, . „ 1„ pokládají za stálé a 
x, y, z, . . za neodvisle proměnné. 
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Rovnice (II) a (12), jichž jest patrně právě tolik co ne- 
známých x, y, e, . ., li, . ., X m , stanoví neznámé, jež mohou uči- 
niti F relativním maximem neb minimem. 

Ptejme se n. p. po přímém hranolu, vepsaném do daného 
trojosého ellipsoidu, o inaximálném krychlovém obsahu. 

Rovnice ellipsoidu vztaženého k hlavním osám budiž 

/=.^+iJ+ij-— 1 = 0, 

■* a 3 ' 6" ■ c* 

a buďte x, y, z kladné souřadnice vrcholu vepsaného hranolu, 
spadajícího do prvého oktantu; pak jde o maximum výrazu 

F = xyz, 
podávajícího osmou část obsahu hranolu. 
Utvořme výraz 

a položme = jeho parciálně derivace dle x, y, z vzaté : 

2íx . 2i« „ 2lz 
yz - j- = 0, zx jrf- = 0, xy r = 0. 

Jde o řešení téchto tří rovnic a rovnice / = dle x, y, z, i. 
Násobíme-li tyto rovnice, resp. x, y, z, vidíme ihned, že 
souiSin xys má hodnotu 

2Xx s _ 2ly* _ 2Xz*_ 
a 1 b 2 c a 

a že tedy 



vzhledem k/=0 jest spoleCná hodnota těchto tři podílů 5: a 
- _*__ — c 

souřadnice vrcholu hranolu, který může býti extrémem. Proporce 

x a '• V 9 '■ z n = «: b : c podává ihned konstrukci tohoto vrcholu. 

Abychom rozhodli, dávají-li tyto hodnoty skutečně" extrém. 

stanovme druhé derivace funkce F neodvisle proměnných x, y; 

z jest též funkcí těchto, danou rovnicí /= 0. Tak nalezneme 

3F / dz \ 3F / . to \ 

l^ = »(' +a; ir)' !>y- = X { Z + y lÍy-y 



/„ 3s , 3'e 



3»F /„ 3s , _ 3% \ 



3«F , di . lit . ^'z \ 



Tixty 

3"F 



3"F /„ 3« , 3*»\ 

derivováním rovnice f=0 nalezneme 

o' + e' te ' V + c' 3y ' 

a opětným derivováním dalSí tři rovnice 
1 . 1 // 3* \i . 3»* \ n 1 / T>t 3* . 3 a 2 \ 

i?+^-(Ur) + ,, i?j = ' ťr(^-37 + *te-3T) = 

1 , 1 // 3» i« . 3 a » \ „ 

z nichž pro hodnoty x 0i y,„ ss plynou derivace 

"be c <te e 

dx a Zy 6 

ox* a* o% oy ' ab 

3y M J 

jež vloženy do předchozích rovnic podávají 

(_VV\ _ _ ibc I 3'F \ 2e 

^ ÍI*"J, — "1/3"' l te3 !<A~ 1^8" ' 



I 3 !-*), - 



4<fC 
»I/8" 



/■3"FW3'F\ /3'F\» /3"F\ 

soudíme, že F (#„, y , ss a ) = ~=r - ■■ = jest maximem. 



Kapitola IX. 
Theorie čar v nmně. 

119. Tečna, normála. 

ZnaČí-li x, y pravoúhlé souřadnice v rovině, stanoví rov- 
nice y = f(x) aneb F(:r, ^) = Cáru, t. j. body, jichž souřadnice 
této rovnici hoví, naplňují Čáru (21. 47.). 

často se stanoví íára tím, že se vyjádří souřadnice x, y 
bodu jejího jakožto funkce nové proměnné t: 

x = tp(t), ? = *(*); 
eliminací t z těchto dvou rovnic vychází rovnice mezi x, y, tedy 
hořejší rovnice čáry. 

Užíváme-Ii polárných souřadnic q, ra, bývá 2ára dána rov- 
nicí p =/((»), aneb rovnicí F(?, o>) = 0. Od hořejších tvarů pře- 
jdeme k rovnici polárné, nahradíme-li x, y, resp. p cos m, q sin <o, 
při Čemž ovšem pól klademe do počátku souřadnic a osu po- 
lárnou do kladné osy x. Tímto způsobem přeneseme výsledky 
odvozené nejprve při souřadnicích pravoúhlých do souřadnic 
polárných. 

Tečna MT čáry y=f(x) 
v bodě M (x, y) (obr. 10.) má 

směrnici f(x) čili JjjJ- (2L 60.), a 
jest tedy její rovnice 

Y _ y= _| (*_*), 

značí-li X, Y běžné souřadnice. 
Přímka MN vedená bodem do- 




tycným kolmo k tečně sluje normálou; její směrnice jest tedy 
1 

/'to 



dx 
- čili -a— , a tudíž rovnice normály 



Y -»=-*r< x -*>- 

Dána-li čára rovnicí tvaru F (z, y) = 0, máme (61. 93.) 
3F 

a tedy rovnice tečny 

g(X-*) + f(Y-,) = 0, 

a normály; 

X-s_Y-y 

Dána-li konečně Cárá rovnicemi jr = <ji(ř), ^ ^ VÍOj máme 
íía; = gi'(ť) dť, dy =: i>'(f) dt a tedy rovnice tečny 

Y - y = ^-cx-^ čili *=£=*=!, 

a rovnice normály 

(x - x) <ť{f) + a - y) ♦'CO = o. 

ZnaČime-li T a N průsečíky tečny a normály s osou úseček 
Oa;, tu se nazývají MT a MN délkou tangenty a normály, jich 
průměty PT a PN na ose x délkon sabtangenty a subnonnály. 

Vzhledem k tomu, že směrnice tečny jest ~ čili y', t. j. 



obdržíme z trojúhelníků MPT a MPN: 



subtangenta = PT = y cotg 
subnormala = PN = y tg a 



_ dx y 



tangenta = MT=\/y« +*'(!£:)" = -*- IA +*". 
normála = MŇ = \Jy* + j/ a t*HÝ = y Vl+y" 1 - 
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První výrazy pro tangentu a normála možno bráti vždy 
kladně; výrazy pro subtangentu a subnormálu jsou kladné, resp. 
záporné, souhlasně s okolnosti, že y a y' mají totéž znamení neb 
ne. Zde budiž zároveň připomenuto. Že y'=_-tg« jest při ostrém 
úhlu i kladné, a při tupém záporné, souhlasně s tím, Že s ro- 
stoucím x pořadnice y stoupá neb klesá (či. 68.). 

N. p. n paraboly y* = 2px máme 

a rovnice tečny jest 

Y-y=-|-<X — *} čili yY=pX + y*-ps=.p(K + x), 
a rovnice normály Y — y = — -&- (X — *). 

Pro subtangentu y -=— nalézáme y — t. j. 2ar, tedy dvojná- 

sobnou úsečku bodu dotyčného, a pro subnormálu y— =j>, tj 
subnormála jest stálá a rovna parametru. 
U ellipsy 

a 1 ' b* 
máme 

. HEL — n ^ = _ — , 
d.e a a y ' 

a tedy rovnice tečny 

Y -"=-j5< x -*>- 

Také zde, jako při každé kuželosečce, možno dáti rovnici 
tečny takový tvar, že jest vzhledem k souřadnicím x, y dotyč- 
ného bodu lineárná ; stačí ji psáti 

a*yY + b^xX = a*y* + 6"*' = o a 6*, 
aneb 

** _L * Y - i 
a " -r- fta — i- 

Zcela obdobně bychom nalezli při hyperbole 



rovnici tečny 



xX 



-■e-i. 



Stanovme ještě íeénw a no«nálK eyUoidy; čáru tu opisuje 
bod O kružnice (obr- 28.), valí-li se tato bez šinutí po své terně 
O*. Dospěje-li kružnice do polohy v obrazci vyznačené a bod O 
do polohy M, jest MN kruhový oblouk, který se applikoval 
na přímku ON, a poněvadž se děje valení bez všeho šinutí, 
máme 



are MN = ON, ¥ 




■*! 






čili 

a* = ON : 
značí-li a poloměr 




\.A; 


T~~~-^^^ 




kružnice a # úhel 
valení MSN, kde S 
značí střed narýso- 
vané kružnice. 




^ 


H ^~ 




Volme bod za *' 
počátek, přímku Oa; 
za osu úseček pravo- 




Obr. 


28. 





úhlých souřadnic x. y. Pro souřadnice bodu M pak nalézáme 
x = OP = OŇ — PN = a» — a sin *, 
y = MP = SŇ~+ ŠD = a — a cos & ; 

mění-li se O od do 2*, podávají rovnice ty všecky body, do 

nichž dospěje bod O při jednom odvalení kružnice, t. j. všecky 
body jedné větve cykloidy. Koste-li & od 2w do 4«, pak do 6«, 
atd., podávají body druhé, třetí, atd. větve cykloidy; vzhledem 
k periodě 2» fimkcí sin & a cos & jsou všecky tyto větve shodný, 
a vznikají z první pošinutím ve směru osy Ox o délky 2»a, 4aa, 

a t. d. 

Největší pořadnici y =~HV patrné obdržíme při nejmenší 
hodnotě cos & = — 1, tedy při # = «; tato největší pořad- 
nice HV = 2a jest osou symmetrie pro cykloidu. Je-li totiž 

< * <. n a příslušný bod cykloidy (a;, y), jest pro #, = 2?r — # 
příslušný bod a;, = a (2a — #) -+• a sin ff, y, = a — a cos #, a 



tedy máme 



x + a;, 



:»«= OH, y = y,, jak bylo tvrzeno. 



Tečnu i noimálu cykloidy v bodě M snadno sestrojíme na 
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základě výroku, že normála prochází bodem dotyčným N pří- 
slušné polohy kružnice s osou Ox. Máme totiž 
dx — (a — a cos -d) d&, dy = a sin ů d», 
a tedy rovnici normály 

„ 1 — cos & ,„ . 

Y — y — r — ■ - - (X — x). 

9 sin & v ' 

Pro průsečný bod její s osou Ox máme Y = 0, a tedy pro 
jeho úsečku X : 

1 — COS * 

, (a — a cos &) sin * 
= «# — a sin fl H -7— ~ — = aťř, 

1 1 — COS fr 

t. j. úsečka X = ON, jak bylo dokázati. 
120. Asymptoty. 

Zabíhá-li čára do nekonečna, g->veme asymptotou její takovou 
přímku, že vzdálenost bodu Čáry od ní má za limitu nullu pro pří- 
pad, Ěe se bod na Čáře vzdaluje do nekonečna, 

Supponujme nejprve, Že asymptota není rovnoběžná s osou 
Oy, Že tedy .její směrnice g jest konečná, a pišme její rovnici 
ve tvaru 

Y = gX + h, 

kde také h jest konečné, jelikož asymptotu předpokládáme v ko- 
nečnu. 

ZnaČíme-li 8 vzdálenost bodu x, y dané Čáry od této 
přímky, jest 

y — gx — h 

"—yT+W" 

a tedy přímka asymptotou, platí-li lim ď = pro lim x = + oo , 
t j. 

lim (y — 173; — h) = 0, 

což můžeme i psáti 

y — gx — h = (, lim e — 0. 



limita pravé strany jest' O pro x = + x , a tedy 
ít = litu -£- 

podává směrnici .9 asymptoty ; nyní z A = y — gx — e son- 
díme, že 

A = litu (.V — #r). 

Jsou-li tedy lim — a Um (t/ — gx), kde značí předchozí 

limitu, určité" a konečné pro lira x = + se, jest Y = j^X + h 
asymptotou Čáry. 

Jde ještě o stanovení asymptot rovnoběžných s osou po- 
řadnic. Je-li X = a rovnice takové asymptoty, jest x — a vzdá- 
lenost bodu (x, y) čáry od ní. a musí tedy lim {x — a) = 0, t. j. 
lim x — a pro případ, že bod se vzdaluje ua čáře do nekonečna, 
t. j. pro případ, že lim y = + ae, a naopak. 

Souvislost pojmu asymptoty s pojmem tečny ukazuje věta: 

Existuje-li limitní poloha tečny pro případ, Ěe se bod dotyčný 
vzdaluje do nekonečna jest tato limitní poloha asymptotou čáry. 

Rovnice tečny v bodě (x, y) jest 

T — tf = S*'(X — x) čili Y = y-X + V - xy'. 

Supponujme, Že se bod (x. y) na čáře vzdaluje do nekonečna 
a že současně se tečna blíží určité limitní poloze, o níž možno 
předpokládati, že není rovnoběžná s osou x nebo y, a jejíž rov- 
nici tedy možno psáti ve tvaru 

Y = gX + h, gx*0; 
v případě rovnoběžnosti této limitní polohy s osou by stačilo 
otočiti osy souřadné o libovolný úhel a k novýni osám trans- 
formovati rovnici Čáry. Učiněná supposice jest totožná se sup- 
posicí, že pro bod na čáře platí při lim x — + <x také lim 
y= + ac, a 

lim y* = g, lim (y — xtf) — h- 

Avšak dle či. 102. jest lim — týž jako lim -y- a tedy g = lim 
— ; dále možno psáti 

g - xf a — JL 
, ,. , , , .. ' *■ ,. x .. gx — y 
h = lim (y — xy') = lim — — = lim — = lim 1 — » 



ovšem za té supposíce, Že limita výrazu — : — z > který prc* 

_0_ 

' 

z derivací čitatele a jmenovatele, k čemuž stačí, aby v — » 

kde í = — > Čitatel pro z = měl určitou a konečnou derivaci 
(61. 101.). Z rovnic právě odvozených 

g = lim — • h = lim (y — ^jf) 

pak soudíme, že limitní poloha tečny jest skutečně asymptotou. 
Opak ovšem neplatí, t. j. Čára může míti asymptotu, aniž by 
tato byla limitní polohou tečny. 
N. p. při hyperbole 

J^—íL — i 

a' b' 

máme 

J Ljí!_ = J_, .řl = i ./í LI 

a 3 V 1 x* x 1 x* u 1 x 1 j 

a pro lim x = + oe, Um ~- = a tedv lim — = H > 

t j. 

,=±\- 

Nyní při horním znamení máme 
h =: lim (y — gx) = lim fy x\ = lim [ — |/a a — a a — — a; | 

= — lim {{/&=&- x )~± ~°' = 0. 

a a l/x* — a % + x 

a týž výsledek obdržíme při g = ■ — Nalézáme tedy dvfi 

asymptoty ; 

— a 
Asymptoty ty se jeví jakožto limitní polohy tečny 

Y - y — ¥%- (X - x) miY =z ~ X + y - -^- x; 
a*y v a l y ^ s a*y 



máme totiž 

b*x b* ,, x , b 
lim — =— = — 5- lim — = + — ' 
a y ar y — a 



lira 



\y 5—x| = lim — - — 5 = lim — -, =0. 



N. p. při hyperbole 

Zx* — 10a^ 4- % s + 6* — 10y — 5 = 
máme, děliče x*, 

r A_,„JLJ_ 

a tedy pro lim x == + 00, 

3 - 10 fl + 3^* = 0, 

a řešením g x — 3, j, =: -_- ■ 

Vzhledem k totožnosti 

t-10,+ tť = Kt-S)(l~j-\ 

možno rovnici Čáry psáti 

= 
\ x / \ x ° I 

čili 



a tedy máme 



3a;fl (í~ — 3 ) (ir — r) + 6iC_ 10? - 5 = C 

3 (y - Zx)L-JL\ = 5 + 10? - ftc, 



— r 5 + 10? — 6s 



A, = lim (3/ — g x x) = lim (y — &c) = lim , — — 

JL +10 JL_ 6 
.. x x li) . o — b 

a obdobné nalezneme A a T=limjy — ).= -£-■ Cárá má tedy 

dvě asymptoty: 

Y = 3X-(-3, Y = ^ + -g-r 
které jsou opět limitní polohy tečny. 



N. p- při čáře o rovnici 



nalezneme sice asymptotu, ale ta není limitní polohou tečny. 
Vzhledem k — — = 



- — — soudíme, že Cárá jest sou- 
měrná k ose Oy; stačí tedy, uvažujeme-li jen kladné hodnoty x. 

Pro lim a; = oo jest lim y = 0, a tedy osa Ox asymptotou 
čáry. 

Tečna má rovnici 

směrnice její - 1 — má pro x = *= limitu 0, kdežto 



její úsek na ose Oy. 

(sin x 



patrně nemá žádné limity pro x rr *>. Nemá tedy tečna limitní 
polohy. 

_£_ — . 



V tomto příkladě jest 
1 



= 0, a g - 



- —zy 



= — « s sin — nemá pro z = určité derivace, tak že úvaha 

dokazující totožnost asymptoty s limitní polohou tečny odpadá. 

Cárá n. p. y = tg x (obr. 11.) má stejné pořadnice pro 
úsečky x a x + », stačí tedy omeziti x na intervall (0 . . «). 

Roste-li x od do -^-, roste y 
od do + oo, a roste-li x od 
-jj- do w, roste # od — oe do 0; 
obě" větve tak vznikající mají 
přímku x = -=-, rovnoběžnou s 
osou Oy, za asymptotu, neboť 
0br |Y ' lim [-= x\ = má za násle- 

dek lim y = + oo . 



121. O styku tečny 8 čarou. 

Budiž dána Čára rovnici mezi pravoúhlými souřadnicemi 
y = /(#) a sestrojme k ní tečnu v bodě M(#, y) (obr. 12). Uva- 
žujeme-li sousední bod čáry M'(a: + h, y + dy), a sousední bod 
terny M" příslušný téže úsečce x + A, jest rozdíl M"M' souřad- 
nice čáry a souřadnice tečny 

ň — W-W — P-SF^FM 7 ' 

= /0 + *)-(/(*) + * tg «) 

= f(x + h)-(f(z) + hf(x)). 
Má-li f{x) v miste x určité, 
konečné derivace až včetně do »-té, 
možno užiti formule Taylorovy 

/(* + «=/(*) + /»* 




+rvf.2 + -- 


Obr. 


+ /•<-»(*) J^+H., 




R. =/<■>(* +«)-£-• 


0<»<C1, 



- + .•+/<-"(*) I, 



,-+R.- 



Jest-li f'{x) ^ 0, pišme 



+ R 3 i 



dle či. 72. jest pro dosti malé \ h | první sčítanec číselně větší 
než Ra a tedy d pro kladné i záporné A téhož znamení jako 
f"(x), t. j. při f'(x) > jest čára po obou stranách bodu M nad 
tečnou, při /'(a:) < pod tečnou, neb jinak řečeno: při f'(x) "> 
jest čára dolů konvexní č. vypouklá, při f'(x) ■< jest dolů kon- 
kávní Č. vydutá, při Čemž směr Oy jest vzat za směr nahoru. 

Jest-li však f'(x) = 0, ale f"{x) ^ 0, pišme 



0=f"(x)^- + R t ; 



pro dosti malé | h | rozhoduje opět 
první sfiitanec o znamení součtu, a 
/ poněvadž on své znamení mění zá- 

roveň s h, vidíme, že čára jest po 
jedné straně bodu M nad tečnou a 
po druhé pod tečnou, přechází tedy 
v bodě M s jedné strany tečny na 

druhou. Takový bod M sluje infleM- 

ním č. bodem obratu (obr. 13.), 
Obr. 18. a jeho tečna tečnou inflekční č. teč- 

nou obratu; čára jest po jedné straně 
bodu obratu dolů vypouklá, po druhé vydutá. Při f"(x) :> jest d 
současně s h kladné neb záporné, t. j. po levé straně bodu M 
probíhá pod, po pravé nad tečnou, jinak řečeno : po levé straně 
bodu M jest dolů vydutá, po pravé vypouklá; při f'"(x) < 
se věci mají naopak. 

Předpokládejme obecně, že pro úsečku x bodu M platí 
f[x) = 0, /"(*) = 0, . ., /'"""O) = 0, /-""(*) ^ 0; 



pak 



malé | h | jest 6 téhož znamení jako 



ukazuje, že pro dost: 
první sčítanec. 

Při sudém « má tedy í stálé znamení, nechť jest h > 
neb < 0, a sice totéž jako f <a \x); při f <n Xx) > jest tedy čára 
v bodě M dolu vypouklá, při f (a \x) 
< vydutá (obr. 14.). 

Při lichém n jest bod M bo- 
dem inflekčním (obr. 13.); mění to- 
tiž d své znamení současně s h, a 
jest při f- ni (x) >■ čára v levo od 
M dolů vydutá, v právo vypouklá, 
při f ia) (x) <0v levo od M dolů vy- 
pouklá a v právo vydutá. 
Obr. 14 

Nechť jest f (a >(x) •> neb <0, 

vždy pravíme, že má tečna s čarou 
styk « — 1-ho stupně v bodě M; rozdíl ů pořadnic čáry a tečny 
jest totiž nekonečně malá hodnota stupně », béřeme-li h za ne- 
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konečně malou hodnotu prvního stupně, jakož jest patrné z rov- 
nosti 

.. & /""(ar) 

lim r-= ' ■ - !■ ■'- 

h = o h" jn^ 

V případě nejčastějším, kdy f'(x) ^ O, jest « = 2, a terna 
má s čarou styk prvního stupně. 

Má-li čára s tečnou styk lichého stupně, t. j. je-li n sudé, 
probíhá v sousedství bodu M po jedné straně tečny, má-li však 
styk sudého stupně, jest hod M bodem inflekčním. 

PřihlíŽťme-li jen k bodům, v nichž existují spojité deri- 
vace funkce /(*), jsou body inflekční jen mezi těmi, jichž úsečky 
íini f'(x) = ; je-li v takovém bodě styk tečny s čarou stupně 
sudého, jest bodem inflekčním, jinak není. 

Úvahy tohoto článku objasňují pravidlo odvozené v ČI. 112, 
pro stanovení maxim a minim funkce y = f(x). Maximum neb 
minimum jest pořadnice y v jistém okolí největší, resp. nejmenší ; 
v příslušném bodě čáry jest tečna rovnoběžná s osou Ox, tedy 
její směrnice 0, t. j. f(x) = 0; pro maximum pořadnice jest 
čára pod, a pro minimum nad tečnou, t. j. f"(x) jest ■< 0, resp. 
:> 0, aneb obecněji čára má s tečnou styk stupně lichého «— 1 
a jest dolů vydutá, resp. vypouklá, t. j. f m (x) jest <. 0, resp. 
:>0. 

122. Průbéh íAry v roviné. 

Průběh čili tvar čáry y = /'(#) dosti objasníme, zjistíme-li, 
v kterých částech stoupá, v kterých klesá, v kterých obrací 
■dolů stranu vypouklou, v kterých vydutou. kde se vyskytují 
body inflekční, kde body v sousedství nejvyšší neb nejnižší, t. j. 
v nichž jest y maximem, resp. minimem, což vSe dle předcho- 
zích úvah se provede, jakož následující příklady ukazují. 

1- U křivky dané rovnicí 

y = sin x 
íili u t. z. sinusoidy stačí vzhledem k sin (x + 2«) = sin x ome- 
ziti x na intervall (0 . . 2»). 



= n klesá y od 1 do 0; mění-li se a; od ji do -=-, klesá y od 
O do — 1, a roste-li y dále od-r- do 2«, stoupá .v od — 1 do 




(obr. 15.)- Totéž ukazuje první derivace —^- = cos x, která jest 
v intervallu [0 . . -^\ kla- 
dná, tedy y stoupající, od 
D x — do « záporná, tedy y 
klesající atd. 

Druhá derivace ~jX 
Obr. 15. dx* 

=: — sin x jest v inter- 
vallu (0 . . ») záporná, t. j. čára dolů vydutá, a v intervallu 
(n . . 2ji) kladná, t. j. Čára dolů vypouklá. Pro x ~ jest y"= 0, 
y"' =z I — cos x = — 1, tedy počátek O bodem inflekcmra, a to- 
též platí o bodu x = «, y = 0. Tečna inflekční v bodě O má 
směrnici / ~- = 1, tedy tvoří úhel -j- s kladnou osou a;; v bodě 

a: = «, # = nalézáme -^ = — 1, tedy sklon tečny v bodě 

tom jest n --■ 

Maximum neb minimum pořadnice y může vzniknouti 
v bodě, v němž -£ = 0, t. j. cos x = 0, t. j. pro x =r -^- neb 



^ — . 



sin -=- =: — 1, tedy y ma- 



a; = — ; v prvnějším jest -5-, 

ximem, v druhém jest -r^ — — s i° "o" = l i te dy V minimem. 
2. Daná čára měj rovnici 



Každému x přísluší konečné y, vyjma x = 0, pro něž y = x , 

t. j. lim y = 00 ; jest tedy 

osa Oy asymptotou Čáry 
(obr. 16.). Pro lim a: = ± 00 
jest lim y = 0, t. j. jak 
kladná, tak záporná osa x 
jest asymptotou čáry. 

Pořadnice y jest kladná 
Či čára nad osou x, je-li ar 
v intervallu (— 00 . . 1), a 



záporná při x > 1, pro x = 1 jest y = 0, Čímž máme průsečík 
A čáry s osoa x. 

První a druhá derivace pořadnice jsou 
dy x — 2 d*y ť — '2x 



dx~ 



J.ť> ' 



Při x ■< jest y' >■ 0, t. j. čára stoupá, zároveň jest y" > 0, 
t. j. čára jest dolů konvexuí. Jest- li x kladné, tu y' < při 
■< x < 2, t. j. v intervallu (0 . . 2) čára klesá; pro a; = 2 jest 
y = — j minimem, jelikož tu y' = 0, y" = £ > 0; při a: >■ 2 
jest y">0, a čára tedy v intervallu (2..<x) stoupá od y = — \ 
do y = 0. 

Při kladném # jest y" > v intervallu (0 . 3), a y" ■< 
v intervallu (3 . . oc) i v prvním intervallu jest čára dolů vy- 
pouklá, v druhém vydutá, a v bodě B(x = 3, y = — f) jest in- 
flexe, a ovšem y" = 0; tečnu inflekčni snadno sestrojíme, znajíce 
její směrnici y' = j$. 

3. Řetézovka jest čára o rovnici v souřadnicích pravoúhlých 



1-\{f 



+ e 



v níž a = OA (obr. 17.) značí kladnou stálou. Pro x = jest 
3/ = «, a tedy A bodem čáry, a pro každé « jest patrně y kladné. 

Poněvadž úsečce — x přísluší totéž y jako úsečce x, jest 
řetězovka vzhledem k ose Oy symmetrická a omezíme se tedy 
na onu část čáry, která přísluší kladným x. 

První dvě derivace pořadnice dle úsečky jsou 

dy 



dx*~ -2a \ e 1 




Při kladném x jest e" > 1, 

í "<la tedy y' i y" kladné, t. j, 

Čára v intervallu (0 . . oo) stoupá 

a s. od y = a do y = =c , obra- 0bl '- 17 - 

cejíc dolů svoji vypouklou stranu. 

V bodě A jest y' = 0, tedy tečna rovnoběžná s osou ; 

radnice y = a minimem vzhledem k y 1 ' = — > 0. 

E. Weyr, Pní ot iliíJsroiieiiliií. 



asymptota niusila býti rovnoběžná s osou y; taková asymptota 
ale neexistuje, poněvadž lim x = oo při lim y '= oo . 

Tečnu řetězovky v bodě M sestrojíme, učiním e-li AQ=: MP 
a vedeme-li přímku MT kolmo k AQ; pak jest MT tečnou. 



Jest totiž směrnice této přímky te«=^=s-:= — - 

h J & OA « 

še za příčinou stručnosti 



' = t('' +7) »-t("-7) 

a tedy, jelikož první rovnice řešením dle f» podává 

y-\-Vy"--a' 1 

a 
kde vzhledem k f» > — a tedy ^ > — vzat kořen kladně, 



=■£{'-* 



»+!/»*— «v ř 



123. Vícenásobné body Čáry. 

Jest-li na čáře y — f{x) vytčen bod M(«, y), a jest-li /(#) 
i /'(#) spojitá v místě a, tu prochází bodem spojitá část čáry 
mající v M určitou tečnu, která v okolí tohoto bodu mění též 
spojitě svojí polohu; bod M jest obyčejným bodem čáry; mají-Ii 
se věci jinak, sluje zvláštním č. singúlárným. Uechtice se pou- 
štěti do obecné theorie bodů singulárných, vytkněme z nich jen 
body vícenásobné č. takové, jimiž prochází několik větví čáry. 





Dána-li čára rovnicí 










/ta 


srt = o, 


jest 


směrnice 


tečny 


v bodě (a 

dy _ 
dx 


T)x 

' VI', v)' 



Směrnice ta se stává neurčitou -.., 
čáry současně 

Vfcy) _ VCg.r) =0 . 

pravá hodnota y' hoví dle ČI. 101. rovnici 

,__ 3i' T 3x8y y 

' — 3-/ , Vf . ' 

— - — — « 

dz 3i/^ ty 2 s 

z níž obdržíme pro směrnici dvě hodnoty 

3a% x y\dxdyl ig 3y' 



sr = - 



3V 



Jest-li výraz pod znamením odmocniny kladný, má čára 
v bodě (x, y) dvě tečny a bod sluje dvojným, je-li výraz ten 
nullou, má Čára dvě splývající tečny a bod sluje bodem vratu 
(point de rebroussement, Ruckkehrpunkt), je-li konečně výraz 
ten záporný, nemá čára v bodě (x, y) reálné tečny a bod sluje 
isolovaným č. osamělým. 

Téhož výsledku dojdeme, derivujeme-li rovnici Čáry dva- 
krát podle x, čímž 

v případě, kdy souřadnice bodu čáry annullují ~-i ~~ — , jest 

první rovnice totožností a směrnice y' plyne z druhé, která se 
patrně reduknje na rovnici (1). Annulluje-li x, y také druhé 
derivace funkce /, t. j. činí-li současně 

^ = 0,-^=0, iV =0, 

19* 



jest i tato druhá rovnice totožností a užijme tedy rovnice, která 
plyne dalším derivováním dle x: 

+ 3 $»'»" + -£ »'" = ». 

Za učiněných supposic se tato rovnice redukuje na 

a podává tři hodnoty y', které — jsou-li reálné — stanoví tři 
tečny v bodě (x, y) t jenž sluje bodem trojnásobným. A podobně 
možno pokračovati a zjistiti, že v bodě čáry (x, y), jehož sou- 
řadnice annullují f(x, y) se všemi parciálnými derivacemi až 
včetně řádu n — 1, má y' obecně n hodnot stanovených rovnicí 
»-ho stupně 

W i « 3n/ «' i "("- 1 ) 3 °/ „■ i 

T>x a "T" fcc— 1 dy v "•" 1.2 fcc—»íy« »"•■■■ 



bod takový sluje ovšem w-násobným. 

Jakožto první příklad uvažujme Čáru 

/O. ?) = (*- «)" (*— b)—y* = 0, 
kde nejprve supponujme a > ft > 0; její vícenásobné body 
ustanovíme. 

Aby první derivace 

l = 2(»-.)( I -i) + ( I -«).,|=-2, 

vymizely, musí především y = 0, které hodnotě na čáře korre- 
spondují hodnoty x — a, # — ft, z nichž jen první annulluje 

— — . Nalézáme tedy jediný vícenásobný bod (a, 0). Poněvadž 

pro něj 

jest rovnice (1) 

2 (o — 6) — 2y"> =0. ^sr + l/o^ft; 



— 293 — 

bod (a, 0) jest tedy dvojným bodem o dvou reálných tečnách, 
k ose x symmetricky položených. 

Píšeme-li rovnici čáry ve tvaru, v němž odmocnina jest 
dvojznačná, 

(3) 9 = (x — o) Vh — i, 

stanovíme snadno její tvar a potvrdíme odvozený výsledek. 

Aby y bylo reálné, nutno předpokládati x ^ b, a pak ku 
každému x náleží dvě pořadnice y. číselně stejné ale opačných 
znamení, t.j. čára má osu symmetrie Ox. Derivováním obdržíme 
ág_. , .- . * — « 






dx* i/jzr-jL ~i(x-b)\ 

Jest-li x v intervallu (b . . a), nutno vzíti v (3) odmocninu 

se záporným znamením, aby vyšlo kladné y, odpovídající hořejší 

části čáry, t. j. nad osou x položené; pak ale y" jest záporné, 

t. j. Čára dolů vydutá, a první derivace, vyzuačujíce znamení 

odmocniny, 

<ty _ i/ t7_i_ x — a _ a + Vh — Zx 

dx -~V*-e+ _ 2 \/x~-T 2\/x~^~b 

■ , ~ n ,, ^ a + 2b . , _ a + 2b 
jest s* souhlasné si^ L - , a vymizí při x = — ^ 

čára tedy od x = b do x = = — - stoupá a odtud do 

x = a klesá, majíc na těchto třech místech pořadnice y = 0, 

y a „ = -i— — = — , y = 0, a v bode (a, 0) tečnu o záporné 

směrnici y 1 = — J/o — i. 

Roste-Ii a; od udo» a měnili se oba faktory v (3) spojitě, 
přijdeme do dolejší větve čáry, jejíž souřadnice y jsou tedy 
opět dány výrazem (3), béřeme-li v něm odmocninu záporně; 
vzhledem k 3ar > a + 26 jest pak y' stále záporné a také 

„ 1 r. __ x — 6 -i 

V ~-\/^-bV 4>-Ď)J 

patrně stále záporné, t. j. dolejší čára v intervallu (a . . oo) stále 
klesá, jsouc dolů konkávní, až do y = — oo. 

Přimyslíme-li si k větvi, jejíž průběh jsme studovali, větev 
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vzhledem k ose x symmetrickou, vidíme, že bodem (o, Oj pro- 
cházejí dvě větve čáry, že to tedy bod dvojný. 

Snpponujeme-li za druhé a = b, máme rovnici čáry 

/(*, y) = i* - <*)' - y 3 = o, 

a opět vymizí / i s prvními svými parciáinými derivacemi pro 
x = a, y = 0; v bodě tom nalezneme /'xz = 0, /'„ = <},/„ = — 2, 
tak že rovnice (1) tu zní — 2y'* = 0, majíc dvojnásobný kořen 
ý = 0. Bod (o, 0) jest tedy bodem vratu a osa x jest tečna v něm. 
Totéž ukazuje rovnice čáry psaná ve tvaru 

y =r (x — a) '» = {x — a) \/x — ti, 
kde pravá strana jest opět dvojznačná; x musí býti v intervallu 
(o . . oo), má-H y býti reálné, a pak jsou obě hodnoty y číselně 
stejné a různých znamení. Pro x = a splývají obě hodnoty y s 0, 
a směrnice tečny y' -=.~\/x — a pro obě větve jest též 0; do- 
týká Be tedy horní i dolní větev v bodě (a, 0) osy x, z čehož 
patrno, že to bod vratu. Poněvadž při x ~> a jest pro horní 
větev stále y' :> 0, tedy tato stoupá v intervallu (a . . oc) až do 

y := oo, a vzhledem k y" = -j- —^= > obrací svoji vypouk- 

* \/x — a 
lou stranu dolů. 

Suppouujme konečně <: a <. b; pak má čára 
/(*,!,) = (*-«)■(! -5) -»■ = (> 
v bodě (o, 0) dvojný bod isolovaný. V něm totiž opět vymizí f 

se svými prvními derivacemi a rovnice (1) jest pak opět 

2 (a — b) — 2y" 3 =0a má imaginárné kořeny y' = + \/a — 6. 
To ukazuje také rovnice psaná ve tvaru y = (x - ďjX/x — i: 
jest totiž x = a jediná hodnota menši než 6 podávající reálné 
y = 0, ostatní reálné body čáry mají úsečky íSÍ, 

Jakožto druhý příklad uveďme lemniskatu, speciálnou to 
čáru Cassini-ho. 

Křivky Cassini-ho jsou Čáry, 
jichž body mají ode dvou pev- 
ných bodů (ohnisek) vzdálenosti 
o stálém součinu. 

Spojnici ohuisek FF, (obr. 
18.) volme za osu x, bod O 
uprostřed nich za počátek pravo- 
Obr. 18. úhlých souřadnic x, y, a položme 

F,F = 2c, tak že ohniska jsou body F(c,0) a F,(— c, 0). 




Jest-li M (x, y) bodem Čáry Cassini-ho, pro niž onen stálý 
součin jest A a , máme vzhledem k 

FM = V\x - c) a + y\ ÝJl=V(x + cy + y* 
rovnici Čáry Cassini-ho : 

|/(á--"c)T+>- |/(y + e) . +^T = ft« 
Čili 

(j!" + y*) u + 2c 3 (y* — *") + c 4 - A 4 = 0. 
Každým bodem (#, y) prochází jedna z těchto čar: neboť 
součin z průvodičů daného bodu stanoví stálou A a a tím celou 
Čáru. Do rovnice čáry vcházejí souřadnice jen svými čtverci; 
hoví-li x, y rovnici, hoví tedy + x, + y také, t. j. obě osy sou- 
řadné jsou osami symmetríe a O jest středem Čáry. 

Nejzajímavější z čar Cassini-ho jest ona, která pro chází 
středem O; sluje lemniskatou. Ježto pro ni platí FO . F,0 = A 2 , 
t. j. c a = A*, jest její rovnice 

(x* + y*)* + W (y* - *«) = 0. 
Ukažme, že počátek O jest dvojným bodem jejím. 
Derivujeme-li rovnici tu dvakrát dle x, obdržíme 

(a? 3 + y Q ) (x + yy') -r- ť l (yy 1 — x) — 0, 
0f» + y*) (1 + y"-- + yy") + 2 (x + yy-y + C * (y"' +yy" - 1) = ; 
učinivše x =. 0, y = 0, přejde první rovnice do totožnosti = 0, 
druhá však podává c' 1 (y'* ~ 1) = 0, z čehož y' = + 1. Má tedy 
lemniskata ve středu O dvě tečny, rozpolující úhly os x a y. 
Bod O jest na každé z obou větví bodem inflekčním; neboť 
dalším derivováním nalezneme v bodě O relaci 

y'y" — 0, t. j. + y" = 0, y" = 0, 
a ještě dalším derivováním relaci 

4 (i + t/' q + yy'V + « fl (V* + W" + «") = o, 



t j. 



4 



124. Derivace a differenciál plochy. 

Rovnicí y — f(x) budiž dána čára třeba v soustavě ko- 
soúhlých souřadnic x, y. Jest-li OA=:a pevná hodnota úsečky 
(obr. 19.), OC =: x libovolná větší hodnota úsečky, jest zjevno, 




že plocha u omezená krajní- 
mi pořadDicemi čáry AB, CD, 
pak osou úseček AC a oblou- 
kem BD dané čáry jest jistou 
funkcí úsečky z = OC. Jde 
o derivaci této funkce*). 

Předpokládejme za příčinou 
jednoduchosti, žepořadnice/(#) 
bodů čáry v oblouku BDjsou 
kladné a že f(x) třeba stoupá. 
Učinime-li pak CC = dx, jest w + du plocha AC'D'B a du 
plocha CC'D'D; plocha ta jest obsažena mezi rovnoběžníkem 
CC'E'D a mezi rovnoběžníkem CC'D'E, t. j. klademe-li CTV 
=/(* + 4x) = y,, a značíme-li a úhel os souřadných, 

ydx sin « <; du <: y 2 dx sin «. 
z Čehož 

— du _ 
íf sin « < — <r y, sin «. 

Předpokládejme funkci f(x) spojitou; pak pro lim dx = 

jest lim f(x + ^ía;) — f(x), t. j. lim j, = y a tedy 



lim -T-- = y sin a, 



t. j. 



du 

iix 



a, du = y sin a dx. 
Užíváme- li souřadnic pravoúhlých. jest« = -~- a tedy 



dx 



= y, du = y dx, 



t. j. derivace plochy vytknutým způsobem omezené podle úseéky x 
se rovná poslední pořadnici. 

Věta ta vede k stanovení plochy u, jakož v hitegrálném 
počtu blíže poznáme; zde vytkneme jen jeden příklad 

Mějme parabolu x* = 2py a označme w plochu omezenou 
touto čarou, osou x a pořadnicemi příslušnými úsečkám a x > ; 
pak 



du = y dx 



pojem plochy 



■ = '(**)■ 

v počtu integrál něm. 
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i jest tedy jich 

rozdíl stálý (Či- 68.); pro x = O vSak obe vymizí a tedy jest 
stálý jich rozdíl 0, t. j. m = -~— = -5- xy. jakož jsme již v či. 59. 
odvodili a jakož i z elementů známo. 

126. Derivace a differenciál oblouku čáry. 

Pojem délky oblouku BD (obr. 20.) Čáry dané rovnici 
y—f(x) vytkneme následujícím způsobem. 

Zvolme na čáře mezi BaD libovolný počet bodů n. p- 
n — 1 a spojme každé dva sousední body B, . . M, M', . . D přímkou, 
čímž vzniká lomená čára o n stranách; délkou oblouku BD na- 
zýváme limitu obvodu této lomené čáry pro případ, že počet n jejich 
stran roste do oe, « zároveň každá strana má za limitu 0. Klademe 
tedy jakožto definici 

are BD = lim 2 MM ; . 

Arci nutno dokázati. Že tato limita jest určitou hodnotou, 
nezávislou na způsobu, jakým se volí ony body na oblouku BD, 
roste-li jen jejich počet do nekonečna a má-li současně vzdá- 
lenost každých dvou sousedních za limitu. 

Jsou-li x, y souřadnice bodu M, 
a x + ^#, y + Jy souřadnice bodu 
M', jest 



MM' = |/ AČ* + <4y s 
= áx V 1 + ( 



* áx ) 



Pro lim « = w předpokládánu 
arci lim áx = 0, a vzhledem k spo- 
jitosti funkce f{x) jest také lim dy 
= 0; za další supposice, že f{x) má 
_ dy 
dx 




derivaci, jest lim — ^ 
' J Jx 

umVi + i-; 



. tedy 



ťiL) 



Máme tedy dle pojmu limity 

V^4W=Ví 



(-'"-i 



[±L\ 



i tudíž 

lim 2 MM' = lim X \ 1 + (-^)* • A> + lim £ i Jx. 

Poněvadž součet 2' Jx = AO jest konečný, mamě (ČI. 59.) 
lira 2 t Jx= 
i tedy 

lim 2MM' = lim £ YJx, 



položíme- li za příčinou stručnosti Y= y 1 + í -p- 1 ■ 

Dle 61. 59. jest ale lim ZY Jx roven ploše ACHG, má-li 
pořadnice pomocné 6áry GH délku Y; plocha ta jest určitou 
hodnotou, nezávislou na volbě přírostů Jx, jen když při lim 
h = oo platí lim Jx = 0. 

Pokládáme-li úsečku OA za pevnou, úsečku AO = x za 
libovolnou, jest délka oblouku BD, již označíme s, definována 
lim -S MM' a tento linies se rovná ploše AGHC, mající za deri- 
vaci dle x poslední pořadnici CH čili Y, t. j. 



£=V-+(&) 



ds= \/dx l + dy- . 
Podíl z nekonečně malého oblouku a z jeho tětivy má za li- 
mitu 1. Přibude-li oblouku s = are BD o Js, zvětšíme-li x = AC 



o Jx, jest tětiva oblouku Js patrně 1/ ' Jx" 1 + Jif a 
Js ds 

ix dx 



lim = lim 



v~+«- v+M' v. + (ir 

Možno tudíž v příčině úkolů vyznačených v Či. 59. neko- 
nečně malý oblouk zaměniti jeho tětivou, 

Jest-li čára dána tím způsobem, že obě souřadnice x, y 
jejího bodu jsou dány jakožto funkce proměnné t, píšeme 



-l/ď&~+dy* 



=V(!)" + (t)v 



ds 
kdež odmocnině přikládáme znamení + souhlasně s -=r- 



t. j. roste-li, resp. klesá-li oblouk s při rostoucím t. Jest-li 
n. p. x neodvisle proměnná, píšeme arci 



»=V: 



m 



I+l-^|.<te 



Průmět tětivy (/ dx* + Jy* na osu x, resp. osu y, jest Jx, resp. 
Jy; značíme- li tedy t úhel, který svírá s kladnou osou ir tětiva 
směřující od bodu {x, y) k bodu (x + Jx, y + Jy) naší čáry, 
máme, berouce promítanou délku, t. j. |/ 'dx' 1 + ájf* kladně, 



Jx = \/ Jx" + Jy' 1 cos t, Jy = Vííx a + Jy* sin r. 

Limita úhlu i pro lim zía: = jest úhel «, který svírá tečna 
Sáry sestrojená v bodě (a;, y) s kladnou osou x ; a máme tudíž 



, = lim 



v~r* Vl+m 



"V^í" 



~[/dx*+dy*' 
dy 



\/dx' 1 -\- dy* 

Cíli stručněji 

dx dy 

COS a =^— , Sin a =-3-1 

(IS OS 

kde ds jest kladný, avšak dx, dy kladný neb záporný souhlasně 
se vzrůstem neb klesáním hodnot x, y v uvažovaném směru 
tečny. 

12tí. O křivosti éar v rovině. 

Absolutní křivostí oblouku AM (obr. 21.) dané čáry, na němž 
se nenalézá žádný bod inflekční, nazýváme úhel a, sevřený teč- 
nami, sestrojenými v koncových bodech oblouku, Čili úhel. o nějž 
se tečna od první polohy odchýlí, zaujme-li posloupně všecky 
polohy až do tečny v bodě M. 

Střední č. průměrnou křivostí oblouku AM zoveme podíl — 
z absolutní jeho křivosti a z jeho délky s = are AM, 
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Křivostí Čáry v bodě M nazý- 
váme limitu střední křivosti oblouku 
MM' stanovenou pro případ, Ěe bod M' 
má limitní polohu M. Označime-li 
ff + éa absolutní křivost oblouku 
AM', jest patrně Ja absolutní křivo- 
stí oblouku MM', tedy — — jeho prů- 
měrnou křivostí, znači-li és oblouk 
MM', a křivost Cáry v bodě M jest 



Pokládáme-li totiž obecně souřadnice x, y bodu M za dané 
funkce nějaké proměnné t, jsou patrně s i a funkcemi téže 
proměnné a tudíž můžeme psáti 

J(T da 

,. áa ,. át dt da 

lun — — = lim — - — = — ? — = -j — 
Js As as as 

Differenciál úhlu a nazýváme úhlem kontingentním dané čáry 
v bodě M; označíine-li a úhel sevřený tečnou TM a kladnou 
osou x, a « úhel tečny BA s touže osou, máme v trojúhelníku 
BET patrně « = a -f- a, a tedy da = da, t. j. úhel kontingenČní 
jest téě differenciál sklonu tečny s kladnou osou úseček, tedy i s libo- 
volnou pevnou přímkou. 

Poslední formule ukazuje, že křivost jest podíl s kontingenč- 
niho úhlu a g differenciálu oblouku čáry. 

U kružnice mají všecky oblouky touž průměrnou křivost, 
a tedy jest také křivost ve všech bodech táž, neboť je-li R po- 
loměr kružnice, má oblouk náležející k středovému úhlu * délku 
R* a absolutní křivost č. sklon tečen v koncových bodech pa- 

J_ 

R# "" R ; 
kružnice v kterémkoli bodě. 

Poloměrem zakřivení R čáry v daném bodě nazýváme po- 
loměr kružnice, jejíž křivost se rovná křivosti čáry v daném 
bodě; platí tudíž 

1 da_ da_ ds_ ds_ 

R ds ds ' da tř« 



Z posledního výrazu pro R snadno odvodíme jiný, závislý 
na pravoúhlých souřadnicích bodu M (x, y). Máme totiž 

a differencováním, pokládajíce obecně x, y za funkce nějaké 
proměnné neodvislé t, 

da dx d*y — dy d Q x 

COS* a dx* 

dx 

~dJ' 

dx' dx dy' — d yd i x 

~ ds* dx 1 

a tedy křivost 

1 dx ďy — dy d*x dx ďy — dy d*x 

(*e« -f- dy*y 
a poloměr zakřivení 



K 



_ (dx*+dy*y 
dx d 3 y — dy d^x 



Volíme-li x za neodvislé proměnnou, máme d"x = 0, a dě- 
líme-li Čitatel i jmenovatel dx", obdržíme 

y 

kde, jako obyčejně, y' a y" značí derivace ■¥ a -ť\- 

Béřeme-li odmocninu v čitateli kladně, vychází R s týmž 
znamením jako y", a tedy vychází R kladně, je-li čára v uvažo- 
vaném bodě dolů vypouklá, a záporně, je-li vydutá 

127. Knižnice zakřivení. 

Kružnicí zakřivení Čáry v bodě M nazýváme kružnici, která 
se dotýká čáry v bodě M majíc touž křivost jako Čára v bodě M, 
a položenou s čarou po téže straně tečny. Střed C této kruž- 
nice se zove středem křivosti čáry pro bod M (obr. 22.). 

Střed křivosti C jest limitní poloha průsečíků normály v bodě M 
s normálou, sestrojenou v nekonečně hlígkém bode Čáry. 




Pišme rovnici normály v bodě 

M (z, y) 

ve tvaru 



dx x 
Obr. 22. značíce levou stranu stručně V. 

Rovnice normály v bodě M' (x + /fx, y + Ay) jest 
V + z/V =r 0, 
značí-li V + z/V výraz, do něhož přejde V, nahradime-li x, y, 
JL reep. hodnotami x + Ax, y -f Ay, -i- + A -~ • 

Průsečík obou normál hoví oběma posledním rovnicím 
a tedy také rovnicím 

V = 0, z/V = 0, 
aneb i 

Y=0, 41 = 0. 
' Ax 

Limitní polohou tohoto průsečíku jest tedy bod C hovící 
rovnicím 



avšak 




dV _ 
dx 


— 


dx 


, ďy 


a hoví 


tedy 


bod C 


(X, 


Y) rovnicím 










X- 

1 - 


- s" + rí-s)s 


= 



Řešením jich dle X — x a Y — y obdržíme formule 
(1) x _ I = _tí_+ť), T-„ = i±/-' 

podávající souřadnice X, Y oné limitní polohy, a z nich vzdálenost 

t. j. Mí? = E. 



Že bod C položený na normále bodu M a mající vzdálenost 
R od M splývá s bodem C, nyní vychází tím, že ukážeme, že 
přímka MC J jest s kružnicí zakřivení, t. j. s danou čarou, po téže 
straně tečny. To však vychází z druhé rovnice (1), která ukazuje, 
že rozdíl Ý — y má totéž znamení jako y", a že tedy Y ^ y 
dle toho, je-li čára dolů vypouklá neb vydutá 

Rovnicemi (1) jsou tedy dány souřadnice X, Y středu za- 
křivení, tak že kružnice zakřivení má rovnici 
(; - X)* + (r, - T)» = R», 
značím e-li běžné souřadnice její $, ij. 

128. O směru normály a tečny. 

Pro mnohé úvahy jest záhodno vytknouti z obou opačných 
směrů normály i tečny určitě jeden; u normály křivky AK 
v bodě M (x, y) vytkněme směr vedoucí od bodu M ku středu 
zakřivení C (obr. 23.) a ten nazveme směrem normály. 

Veďme bodem M rovnoběžku 
MH s kladnou osou x a otočme ji 
kolem M ve směru rotace šípem na- 
značené — kterou totiž přechází 
kladná osa x rotací devadesátistup- 
iíovou do kladné osy y — do nor- 
mály MC ; příslušný rotační úhel y, 
jenž jest v mezích a 2n, jest patrně Obr. 28. 

sklon mezi směrem normály právě definovaným a mezi kladnou 
osou X. 

V tečně se. nalézají též dva směry, z nichž patrně jeden 
tvoří s kladnou osou x ve smyslu právě vytčeném sklon « ta- 
kový, že 

*=« + !■ 

Tento směr nazveme směrem tečny. V obrazci jest to směr MT. 
Dle tohoto sjednání má směr normály k směru tečny vždy touž 
relativní polohu, jakou má kladná osa y ku kladné ose x. 

Po této definici jest a zcela určitý úhel v mezích %■ 

a 2« — g- obsažený a formule (či. 125.) 

dx . dy 

cos a. = -j- . sin « = -f- 

ds ds 



* | v 
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podávají jeho cosinus a sinus, béřeme-li v nich ds kladně a dx. 
dy se znameními, jež přísluší přemístění bodu M (x, y) na čáře 
ve směru tečny MT právě definovaném; pevný bod A na čáře, 
od něhož měříme oblouk AM = s, musí býti tedy tak volen, 
aby vytčeným přemístěním oblouk s rostl. 

ZnaČíme-li souřadnice středa zakřivení C opět X, Y, máme 
nyní, pokládajíce poloměr zakřiveni R za kladnou hodnotu, 

X = x + R cos y> = x + R cos j a- -p — - 1 = x — R sin a, 

Y = y + R sin ty = y + R sin (a -+- -^-1 = y + R cos a, 

čili 

(2) X — x = — R sin «, Y - y = R cos «. 

Differen co váním rovnice 







tga_ dx 






máme, jako 


v či. 126., 








dx 


dx ďff — 


Ě!**, d 


(to ď-y 


— tžy <?*# 


cos' 1 « 


dx 




+ *• 


volíme-li x 


za neodvisle 


proměnnou, 


iest tedy 




d« 


dx á*y 


dx* 


dx - -— y - 
ax- 1 + 




aneb, vzhledem k (1), 


\ / 










dx 

sz = Y - » 







a tedy vzhledem k druhé rovnici (2) : 

dx 

-T- = R cos «, 

z Čehož, nahradíme-li dx součinem ds cos «, opět nalézáme 

~ = R, ds = Rda. 

Differenciál oblouku čáry se tedy rovná differenciálu oblouku 
kružnice zakřivení, který přísluší středovému úhlu da. dvou sou- 
sedních normál. 
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129. O evoluté a evolventř křivky rovinné. 

Evolutou dané křivky nazýváme geometrické místo všech 
středů křivostí jejích; naopak zoveme evolventou dané křivky 
čáru, jejíž evolutou jest daná křivka. 

Jest-li daná křivka stanovena rovnicí 

jsou souřadnice X, Y středu zakřivení 



; = «_«ia±£5 Y = 



!/ + 



1 + y" 



a eliminací hodnot x, y z těchto tří rovnic obdržíme relaci 
mezi X a Y, t. j. rovnici evoluty dané Čáry. 

Kdyby byla daná křivka stanovena dvěma rovnicemi 
x = q>(t), y = y(t), 
tn nahradime v rovnicích hořejších y' a y" výrazy -p-i 

dx d 1 y — dy ďas , 

dx 3 
a z rovnic tím vznikajících 

dy ( dx 1 + dy % ) 



(Či. 106.), platnými pro neodvisle proměnnou t, 



X = a 



Y _ , dxjdx 3 + dy*) 

dx d 2 y — dy ď V dx d 2 y — dy d*x 



eliminujeme t; tím obdržíme rovnici evoluty. 

Xormály dané křivky jsou tečnami k její evolutě, a přírůst 
poloměru zakřivení dané čáry se rovná příslušnému oblouku evoluty. 
Budiž (obr. 24 ) K daná křivka. E její evoluta, M„ . . M 
body dané křivky a C„ . . C příslušné středy zakřivení její, na- 
plňující evolutu E. 

Značí-li x, y souřadnice bodu M a X, Y bodu C, máme 
dle předchozího článku 

X = x — R sin t, Y = y + R cos a, 
kde R == MC jest poloměr zakřivení a a. 
sklon tečny bodu .M s kladnou osou x. 

Differencováním 
dXz=.dx— Rcos«(í«-sinrt(řR= — sinwďR, 
dY = dy — R sin a da -f cos « tfR= cos a dR, 
poněvadž dx možno psáti ds cos a čili 
R cos a. da, obdobně dy možno psátiR sin « da. 
Nyní jest směrnice tečny evoluty v bodě C 
riY_ _ cos « ďR _ 1 
ďX~~-sin«eíR — tg«' 

E. Weyr, Poíet diffumclllnf. 
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a tedy tečna ta kolmá k tečně dané čáry v bodě M, t. j. rovno- 
běžná s normálou dané čáry; bod C se však nalézá na této 
normále, a tedy splývá tečna evoluty v bodě C s normálou MC 
dané čáry. 

Označíme-li s, oblouk C C evoluty, máme 

ds, 8 = dX* + dY= = sin 2 « dR a + cos** dR* = dR', 

a tedy 

ds x — + dR. 

Roste-li s R také s, , máme ds, = dR, a tedy jest s, — R = c 
stálá ; pro bod M mánie s, = 0, R = R„ a tedy — R = c, čímž 

s, — R = — R , s, = R — R , 
kde R„ značí poloměr zakřivení M C„ v bodě M„. Tíin jest druhá 
část věty dokázána, neboť případ ds, = — dR, kdy tedy R ubývá 
s rostoucím s,, převedeme na předchozí, zaměníme-li označení 
M, M navzájem. 

Z právě odvozeného výsledku 

are 0,0 = MÍT — M,&, 
soudíme, že možno křivku K vytvořiti jakožto geometrické 
místo koncového bodu M„ neroztažitelného, však ohebného 
vlákna CC„M U , přiléhajícího podél Cd k evolutě E, odvimi- 
jeme-li je od křivky CC ň tak, že v každé poloze se této křivky 
dotýká; neboť v poloze CM bude 

ČM=7£j£, +aro CC„, 
a tedy bude M na dané čáře. Vzhledem k tomuto mechanickému 
vytvoření čáry K nazýváme ji evolventou n. odvinutou (déve- 
loppante) čáry E č. její evoluty (développée). 

130. Příklad: kuželosečky. 

Jde-li o poloměr zakřivení u kuželoseček, možno pojednati 
o ellipse, parabole i hyperbole současně na základě vrcholové 
jich rovnice 
(3) y* = 2px + qx*, 



, b<a apřij)= ,q — — a hyperbole o reálné 

poloose a a laterálné b. 



Derivujeme-li rovnici (3) dle x dvakrát, obdržíme 
du 



(« »*,'+(£) = " 

a odeěteme-li čtverec rovnice (4) od součinu rovnic (3) a (5), 

obdržíme 

* áa; 5 
Tím pro poloměr zakřiveni 



(131. 






K = — 

p 

Avšak (či. [19) y a -+" y a I -t=-| podává Čtverec normály N, 

tak Se 

(6) * = -p. 

t. j. poloměr zakřiveni u kuželosečky jest úměrný třetí mocnině 
normály, měřené až k první ose. 

Jest nyní snadné vyjádřiti N a tedy i R jakožto funkci 
jedné souřadnice bodu (.r, y); zmocníme-li rovnici (4), obdržíme 
totiž 

y a í^f I = p* + 2pqx + aV = i> 2 + ey a , 

a tedy 

(7) N«=j»« + (! + «)?« 

Jiného výrazu pro R, který možno snadno sestrojiti, se 
doděláme, zavedeme-li do počtu úhel y, který svírá normála 
s tím neb oním průvodičem FM bodu M (x, y). Souřadnice 
ohniska F bližšího vrcholu, v němž jest počátek souřadnic O, 
jsou x = — (I/l+í - 1), y = 0*) a jest tedy směrnice přímky 



*) Pro lim q — jest lim - — ±JL— — — _ , a souřadnice ohniska paraboly 



FM — 

x ■ 

(i/r+ 
v 

p + qx' 
rovnicí 



-. klademe- li za příčinou stručnosti m místo -=— 

- l) ; vzhledem k (4) jest směrnice — j- normály 

a tedy úhel y oběma přímkami sevřený stanoven 



+ */=- 



- = ) 



I- 



p — m + (1 + a) a: 
— í»n — (p-t-)»2):e 



(z — *»)(» + 23:) 
Avgak 

p - m = £. i/r+5 (rvr+i - 1) = »> i/r 

p + m=pVT+i, 



+ tg r = - f- Ki + 9 



00 



R = - 



N = -ř-, 

cos? 



a rovnice (7) přejde do: 

(8) 

t. j. projekce normály kuželosečky na průvodič, vždy z téhož ohniska 
vycházející, jest stálá délka rovnající se parametru p. 

yiožíme-H za normálu N tato hodnotu do (6), máme 

-,- aneb R = r- • 

cos* 7 cos" y 

Tento poslední výraz pro R při- 
pouští snadnou jeho konstrukci. Veďme 
v bodě M (obr. 25.) normálu MN až 
k jejímu průsečíku N s první osou, 
zde vztyčme k ni kolmici NG až k je- 
jímu průsečíku G s průvodičem MF, 
a v bodě G vztyčme kolmici GC k prů- 
vodiči; tato protne normála ve středu 
křivosti C a jest tedy MC = R polo- 
měrem zakřivení pro hod M. Patrně 




ne — — — — — — 

COS y COS" \ ' 



jak toho vymáhá druhá formule (9). 



Jde-li o stanovení evolut kuželoseček, jest s výhodou, uži- 
jeme-li středových rovnic u ellipsy a u hyperboly, u paraboly 
ovšem rovnice vrcholové. 

Budiž tedy nejprve dána parabola rovnicí 



z níž derivováním dvakrát vykonaným obdržíme 

yy'=p, yy" + y>* = 
a tedy 

, p_ „ _P? 

* ~ y ' y ~ !/" 

Čímž výrazy pro souřadnice X, Y středu křivosti 

y 

nabývají hodnot 

X = 3a:+í>, Y = — *-". 

Eliminací x, y z těchto rovnic a z rovnice paraboly obdr- 
žíme rovnici její evoluty 

Ku každé úsečce X ^p patří dvě pořadnice Y jen zna- 
mením se různící a pro X = p splývající s 0; jest tedy osa x 
osou symmetrie pro evolutu, a ta má (51. 123.) v bodě C„ (p, 0) 
bod úvratu, dotýkajíc se v něm oběma větvemi osy x (obr. 26.). 

Bod C jest ovšem střed křivosti 
pro vrchol paraboly, jakož pro x = 0, 
#=0i z příslušných X=p, Y = vychází. 

Poněvadž Yay jsou různých znamení, 
nalézají se středy zakřivení C bodů M 
nad osou x položených pod osou tou, 
a naopak. Pro X = ac jest i Y = + ^ , 
t. j. evoluta se vzdaluje do nekonečna ; 
a poněvadž 

Y a 




Obr. Ě 



litu i 



^ = 2Í 1ÍmX ( 1 -i)*=-' 
nemá asymptoty. Derivováním rovnice evoluty dle X nalezneme 

YT" = jšrCX-|»-*''=£<X-ř)i 
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jest tedy Y' ^ souhlasně sY^O, t. j. hořejší větev stále 
stoupa, dolejší stále klesá, a poněvadž souhlasně Y" ^ 0, obrací 
hořejSí větev dolů stranu konvexní, dolejší konkávní. 



U ellipsy 



- y -=\ 



a > b. 
máme, derivujenie-li rovnici její dvakráte dle x, 



4 + ^=" 



y — - 



a odtud 

_Fx „__ V_. 

a V V ~ o V 

hodnoty ty, vloženy do obecných výrazu pro souřadnice X, Y 
středu křivosti, podávají 

(10) X-~ , ¥ = --*, 



kde c = l/a 1 — i a jest lineárná výstřednost ellipsy. Z těchto 
rovnic a z rovnice ellipsy eliminujeme x, y ; máme pro ně hod- 
noty — =[ — j-l" j = ( — — ) > jez vloženy do rovnice ellipsy 
podávají rovnici její evoluty: 



9 


", 


M .aS 


\ ff L V 


\ ' \ 





Učiníme- li 

c 1 , 



; rovnice evoluty 

(v) í+ (i) ? = 



Poněvadž se výraz po levé 
straně nemění, zaměníme-li X, 
Y za + X, + Y, jsou obě osy 
souřadné osami souměrnosti pro 
evolutu (obr. 27.) Béřeme-li 
v úvahu body (x, y) prvního 
kvadrantu ellipsy, jest x ^ 0, 
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ySO a tedy dle (10) X ^ O, Y^O, t. j. příslušné body evo- 
luty jsou ve Čtvrtém kvadrantu, naplňujíce větev GH ; bod 
G jest ovšem středem zakřivení pro vrchol A, maje dle (10) 
souřadnice Y = 0, X = a,, a bod H jest středem zakřivení 
pro vrchol C a má souřadnice X = 0, Y = — 6,. Mimochodem 
z toho soudíme, že poloměry zakřivení ellipsy ve vrcholech 

b* a 3 

A, C jsou resp. AG, CH, t. j. a — o,, b + 6, Čili — . resp -*-■ 

Dále poznamenejme, že evoluta jest cele uvnitř ellipsy při 
i, < 6 Cíli o < b {/ 2 ; při 6, = b čili a = b {/ 2 splývají její 
body H, H, s vrcholy ellipsy D, C, a při a^>b[/' 2 vystupuje 
evoluta vně ellipsy, protínajíc ji ve Čtyřech bodech, jakož na- 
značeno v obrazci. 

Dle věty v předchozím Článku dokázané snadno nalezneme 
délku GH jednoho kvadrantu evoluty ; jest totiž tato délka roz- 
dílem poměrů zakřivení ellipsy v bodech C a A, t. j. 

o 1 i* o ! - ft s 



b a ~ ob 

Ze konkavita evoluty jest obrazem správně vyznačena, jakož 
i že body G, G„ H, H, jsou body úvratu jejími, nechť si Čtenář 
sám dokáže. 

Při hyperbole 



bychom stejnou ceston nalezli rovnici evoluty 

kde opět položeno o, = — i 

zase lineámou výstřednost hyperboly. Prozkoumání tvaru jejího 
budiž zůstaveno čtenáři. 

131. Přiklad: cykloida. 

Souřadnice x, y bodu M cykloidy (obr. 28.) jsme vyjádřili 
formulemi (či. 119.) 

(11) a: = a# — a sin*, y=za — a cos*. 



* 


yy^ 








m 


.vXff! 











JI ^~~ 





Derivováním na- 
lézáme 

, dy_ sinff 

y ~ dx "~"l — cos#' 



Obr. 28. 
a tedy pro poloměr zakřivení 

g + v: 1 



B = - 



= -«(!- 



li 


1 - 


- COS 




d (a* 


— a sin 
1 


») 


a 

2—2 


(1 

OS 


— cos 


»)» 



[(1 — costf) B j 
- 4a sin - 



= — 2a [/i (1 — cos O) = — *« biu -~ , 

vzhledem k y" ■< O jest cykloida dolů konkávní, a R vychází zá- 
porně. 

Patrně SEŇ~= 2 sin — i a jest tedy MČ = 2 . MN poloměr 

zakřiveni v bodě M. 

Pro souřadnice X, Y středu zakřivení C nalézáme 



Y = y + 



k+_ 



- := o* -+- a sin #, 

V -— — —(a — a cos í»). 



Jest tedy Y = — y, věc vzhledem k MN = NC i přímo 
patrná, kdežto aů = ON, a sin # = PN ukazují, že X = ON + PN 
= ON + NE, věc také přímo patrná. 

Evoluta cykloidy jest opět cykloida a s. shodná s původní. 

Podotkněme především, Žepro# = w jestý' = 0, y"= — 7~ < -^ 

a tedy y= 2a maximem; příslušný bod Y(jto, 2a) jest nejvyšším 

bodem cykloidy a poloměr zakřiveni v něin má délku 4a sin ^ = 4n. 

Uěiníme-li tedyHV = 0,H = 2a, jest O, střed zakřivení pro bod 
V a tedy bodem evoluty. Zvolme O, za počátek nových os sou- 



řádných $,, y, v obrazci 
radnice středu křivosti C 



a tedy 

X. = na - 
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yznačených a označme X t , Y, sou- 
této soustavě souřadné ; patrně 
X, + na, Y = Y, — 2a, 



- (a» + a sin »), Y, = 2o — (tt — o cos <?). 
Zavedeme-li nový proměnný úhel #, rovnicí Jř = « — <?,, 
máme 

X, =; a#, — o sin #,, Y, = a — a cos # ( , 

kteréž rovnice se shodují s rovnicemi (11); naplní tedy bod 
(X,, Y,) cykloida shodnou s původní. Roste-li # od do 2«, 
tu & t se mění od n do — », a bod (X l( Y,) naplní tedy obě 
dolejší větve cykloidy v obrazci vyznačené, tvořicí evolutu dané 
cykloidy. 

Délka oblouku evoluty OOj jest dána rozdílem poloměrů 
zakřivení v bodech V a O, t. j. rozdílem 4a — = 4a; jest tedy 
8a délka celé cykloidy. Obdobně jest délka oblouku 0,C. jemuž 
přísluší hodnoty & t od do *„ dána rozdílem O, V— CM == 4a — 
4a sin — := 4a — 4a sin — „ — -, a tedy jest délka oblouku OM : 



132. Differencial plochy a oblouku v polárných sou- 
řadnicích. 

Dána budiž čára polárnou rovnicí p =/(w) a vytkněme 
sektor AOM (obr. 29.) omezený danou Čarou a dvěma průvodiči 
OA, OM, z nichž první nechť jest pevný, druhý libovolný, o po- 
lárném úhlu w. Plocha S tohoto sektoru jest patrně funkcí m; 
jde o derivaci této funkce. 

Přírustu Am přísluší přirůst dS = 
ploše MOM, ; opíšeme- li kolem středu O 
kruhový oblouk ML poloměrem p=OM, 
a M,L, poloměrem e + ůq = OM„ 
platí nerovnosti 

kruhový sektor MOL < JS <: kruhový 
sektor M,OL,, 

t. j. 



s'*j» <; ^S <:^- (? + JnY <* 




a tedy i 

2 áu 2 

Při lim d<a ■=. O splývají vzhledem k spojitosti funkce p =/(w) 
obě krajní hodnoty a tedy s nimi splývá i limita střední hod- 
noty, t. i. 

Nazveine-li s délku oblouku AM, která jest také funkcí 
úhlu w, tu možno stanoviti differenciál této funkce transformací 
výrazu 

ds" 1 = dx' -j- dy a 

na polárné souřadnice. Volíme-li pól O za počátek a osu po- 
lárnou za osu x pravoúhlého systému, jsou souřadnice x, y bodu M 

x = p cos w, # = o sin o, 
a tedy 

dx = cos oj dp — p sin w do, dy =: sin ra dp + p cos w dm, 
z čehož sečtením čtverců 

ds a = dp a + p* ái» a , ds = \Zdtf 1 + p a d« a . 
K témuž výsledku dospějeme přímo takto: Veďme (obr. 30.) 
MK kolmo ku OM„ pak MM, a = KM a 
+ KM^ a , a tedy také 

/MMA a _/KM\ 3 , /KMJJV 
\ Jmi \Jm) \ áa) ' 
a pro lim Ja =r i 

(12) Um (M5Y-= lim f™Y 

\ Jat l \ Jm l 

\ Jw f 

Limity se nezmění, nahradíme-li MM, přírůstem 
As = are MM, , 
délku KM kruhovým obloukem ML kolem O opsaným, konečně 
KM, dálkou LM, — Ji>\ k tomu cíli stačí ukázati, že podíl 
z původní hodnoty a z hodnoty ji nahrazující má za limitu 1 
(či. 59.). 




V skutku nalézáme 
lim -^-í- = 1 dle řl. 125., 



KM ,. 2KM 



are MN 



,. KM, .. KL 4-LM, , . .. OL —OK 

lim -==i— = lim - j4rr — J = 1 + lim- 



LM," ~ LM t ^ LM, 



, . ,. / 1 — COS .4a Ja \ 

= ' + »l"»( 7i 3r) = 

jelikož dle 81. 58. má za limitu. 

Rovnici (12) možno tedy nahraditi rovnicí 

^)- = ^^)- +lta (S)', 

Čili konečné 

t*t\' 



(£)='+(£)■ 



z niž nalézáme hořejší výsledek 

rfs fl = ji" d&* + ^P a - 

133. Terna a poloměr zakřiveni v polárných souřad- 
nicích. 

Tečna v bodě M (obr. 31.) jest limitní poloha sečny MM' 
pro případ, že bod M' se blíží na čáře bodu M; jest tedy úhel p, 
který svírá tečna MT s prftvodičem OM, limitou úhlu OM'M pro 
lim áta = 0. 



Máme tedy 



J = li,„KM 



tg n = lim tg OM'M = lim grl, a tedy vzhledem k předchozí- 

KM' 
mu článku 




tg." 



do ■ 



tím jest poloha tečny stano- 
vena. Mnohdy jest s výhodou, 
míti po ruce i sin. a cos. úhlu 
p; máme obdobně 

siuft = lim sin OM'M = lim — - 
MM' 

.. p Jto dt» 

Js ds 






: lim cos OM'M = lim 4~^~ — ,; "' — — 

MM' 



KM' 



: lim - 



|/ dp a + p a dm' 1 

Protne-li kolmice vedená pólem O k průvodiči OM tečnu 
v bodě T a normálu v bodě" N, nazýváme MT, MN polární tan- 
gentou a normálou, OT a ON" pak polární subtangentou a sub- 
normálou. Vzhledem k ONM =n a vzhledem k předchozímu 
výrazu pro tg p patrně máme 

ot = e tg n = ? * 



rf P 



MT 


= \Jv* + (, 


\ dt> ) d? 


da> a 


OÍT 


— 9 COtg ft 


_ dg 




MŇ 


= \W(- 


í? \ a l/e* ^ w!l + ^e 


ds 




íw / dto 


dm 


měr 


zakřivení I 


byl dán formulí (či. 
Ti— * 


126.) 



e ds 
de ' 



značíme-li « sklon tečny s osou polárnou ; avšak 
a ~ n -J- ft, da ™ dm -|- dfi, 



značíme-li p' derivaci -.-. Pokládáme-li a> za neodvisle proměnnou, 
tedy klademe-li -,— = e" = 3—5, máme differencováním 





j ř = 


COS 1 ^ - 

<ip a 


_f|dp 

p" 


— pdp' _p" — pp" 

p'» - p'« 

— ee" d(P _ p" 
p" p" 1 + p 1 


ďo 


a 


tedy 


R — ■=- 


ds 


e + p 

_ l/ďp^+TT* 


1 



p + ř 

t. j. dělíme-li čitatel i jmenovatel don, 
H _ ď' + g")' 

p» + 2p" — pp" 

Touž formuli obdržíme, zavedeme-li do výrazu 

y 

na místo proměnných ar, y polárné souřadnice formulemi 

x = p cos w, y = p sin « ; 
transformace ta provedena jakožto příklad v 61. 106. 

Zavedeme-li reciproký průvodiČ a = — místo p do počtu, 
obdržíme R v jiném pozoruhodném tvaru ; pak totiž p = — » 

<ť ., a" . W 
P = «> í> = r H — j a t6Q y 



R = 



■ ""«•(« + »"")' 

131. Příklady. 

Archimedova spirála č. závitnice jest Sára stanovená rovnicí- 
p = aoi, 
v níž a značí kladnou stálou, znázorněnou délkou OA (obr. 32.).. 
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Opíšeme-li kolem pólu O kružnici poloměrem OA, a na- 
neseme-li libovolný oblouk její AB na 
průvodič OB, tak že 

are AB = OM, 
jest M bodem spirály. 

Roste-li o odOdo«, roste p též 
od O do ac. Polárnímu úhlu a> + 1n 
přísluší průvodič 

p, — a (o + 2«} = p + 2ffo, 

t. j. v druhém závitu spirály jsou prů- 

vodiče o obvod kružnice delší než 

v prvním, a obdobně pro další závity. 

Pro úhel p sevřený tečnou a průvodičem máme 

__ p da q dm p 

a dm a ' 

čím větší p, tím více se fi blíží pravému úhlu, t. j. pro velmi 
vzdálené závity se spirála Archimedova přibližuje kružnici o ve- 
likém poloměru. Pro m = jest íp = a tedy i [i = 0, t. j. 
spirála vychází z pólu O a dotýká se v něm osy polárné. 

Subnormála = ~- = a jest stálá; normálu MN tedy sestro- 
om 
jíme jako spojnici bodu M s průsečíkem kolmice ON, vztyčené 
v pólu k průvodiči, a kružnice základní. 

Poloměr zakřivení 



tg f* = 



R=- 



poněvadž { 



1 4- 2p' a — pp" p a + 2o a ' 
= 0; za příčinou jeho sestrojení pišme 
Ti- h * 



kladouce normálu MN = |/p a -|- p' a =|/p a + « a := k. Promítne- 
me-li subnormálu ON na normálu do NK = a', máme a a = a'h 

R _ h _ ** 

h 3 -\~ a'h h -{- «' 
a jest tedy h střední měřická úměra mezi h + a' a R, z Čehož 
snadno K sestrojíme. 

Hyperbolickou spirálou zoveme čáru, v níž součin z průvo- 
diče a z polárného úhlu jest stálý, tedy čáru danou rovnicí 



níž a značí kladnou stálou. 



319 ■ 



Pro nekonečně malý úhel oj jest 
pr&vodič e nekonečně velký, a s ro- 
stoucím ca mu stále ubývá, až pro 
lim w = oo jest lim ? = 0, jakož to 
i obr. 33. znázorňuje. Značíme-li x, 
y pravoúhlé souřadnice bodu M spi- 
rály, máme 

sin oj 
y = o sin oj = a -> 



P 

Obr. 33. 



pdoi 



t. j. pořadnice do nekonečna se vzdalujícího bodu Čáry jest a; 
vedeme-li v této vzdálenosti od osy z přímkn AQ s ni rovno- 
běžnou, jest to asymptota spirály, neboť 

lim MQ = lim (o — ý) = a — lim y = 0. 
*=o 
Z rovnice 

tgf = - 

soudíme, že čím větší <», tím více se /* blíží ~^- a tedy spirála 

tvaru kružnice, a poněvadž polární subtangenta = g tg ft = — a 
jest známá stálá, mám e sn adnou konstrukci tečny; pro p = <x 
z toho opět vychází, že OA jest subtangentou bodu v nekonečnu, 
tedy AO jeho tečnou č. asymptotou. 

Exponenciálnou i. logarithmickou spirálou zoveme čáru o rovnici 



v níž a jest danou délkou, m klad- 
ným číslem. 

Pro ai = jest e = a, a tedy 
bod A na ose polárné ve vzdále- 
nosti OA = a bodem spirály 
(obr. 34.) ; roste-li os od do oo , 
roste e od a do co, a ubývá-li 
úhlu o> od do — oo, ubývá prů- 
vodiči p od a do 0, t. j. Čára se 
blíží, tvoříc nekonečné množství 
závitů, pólu O. Poněvadž 

g dm p (Ím 1 

tip m q dm íw' 
jest úhel n stálý, t. j. exponenci- 
■álná spirála protíná všecky průvodiči 




Obr. 34. 
v stálém sklonu t>. 



b= VL Ti =.i/r+i 



Polárná subnormála 

-= — = mae""" = mg, 

a polárná normála l/p'4" p' a = p |/l + ím* jsoa obě úměrný 
průvodiči; poloměr zakřivení vzhledem k p" = »ip' = m 2 p jest 

t= (g a + «*?*)' ; 

* + H 

a tedy se rovná délce polárné normály MN. 

Tvar této křivky jest zcela nezávislý na stálé a; změna 
její má za následek pouze změnu polohy dary k polárné ose. 
Zvolíme-li totiž jinou přímku OX, pólem vedenou za novou osu 
polárnou, bude bod (to, p) míti nové souřadnice (»,, p) a patrně 
m = a + °>i, značí-li a uhel XOX, ; rovnice naší spirály přejde 
tedy do 

p = ae n,i - a + 1 "^ = a,e n,w ', 
klademe-li a, = ac=">. Příhodnou volbou uhlu « možno toho do- 
cíliti, aby faktor a, nabyl jakékoli kladného dnoty; stačí položiti 

log a, — log a 

m 

Pro speciálně hodnoty o = 1, m = 1 máme spirálu p = e M , 
při níž uzavírá každý pruvodič s tečnou úhel -r-. Pomocí této 

spirály možno prováděti násobení graficky; stačí opsati kolem 
pólu danými faktory p, p, dvě kružnice, jež spirálu protnou ve 
dvou bodech o polárných úhlech m, «,, a pak sestrojiti k polár- 
nému úhlu (o + io, pruvodič; tento znázorňuje součin pp,, neboť 
p = e w , p, == e'"i, ppj = e w + w i. 

Převedeme-li rovnici lemniskaty v pravoúhlých souřadnicích 

(asi + y *y + 2c a (í/ 2 - x 3 ) = 
substitucí 

a: = p cos w, j - j sin w 
na souřadnice polárné, máme 

p a (p a — 2c 1 cos 2e>) = 0, 
čili, pomíjejíce nullový pruvodič pólu, 
p a — 2c a cos 2w 
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jakožto polárnou rovnici leinniskaty. Z ní derivováním dle i» 
pp' = — 2c s sin 2a>, 
p P " + p' 1 = — 4c a cos 2<o = — 2e a . 
Pro poloměr zakřivení tedy nalezneme vložením — 2p* 

— p' a za op" : 

t, j. u lemniskaty se rovná poloměr zakřivení jedné třetině po- 
lárné normály. 

135- O čarách obalujících. 

Obsahuje-li rovnice čáry 

(13) f{x, y, «) = 

veličinu a, t. z., parametr, která může nabývati všech hodnot 
jistého intervallu neb všech hodnot vůbec, tu stanoví rovnice ta 
soustavu čar závislých na jednom parametru. 

Cárá soustavy příslušná parametru n -\- Ja má rovnici 

(14) /(ar, y, « + Ja) = 0. 

a body společné oběma čarám — ač-li takové existuji — hoví 
oběma rovnicím (13) i (14). Mají-U průsečíky ty pro lim-í«=:0 
určité limitní polohy, nazýváme geometrické místo těchto limit- 
ních poloh čarou obalující č. enveloppou soustavy (13); jest tedy 
čára obalující geometrickým místem průsečíku nekonečně blízkých čar 
dané soustavy, které samy se novou obalenými (enveloppées) *). 

Souřadnice x, y, hovící rovnicím (13) a 
(14), hoví také rovnicím 

/(», y, «) = 0, 



f( x,y,<t+j a )-f( z,y,«) _ 




Úl,r. m. 



Má-li f(x. y, «) parciálnou derivaci dle «, 
soudíme, že limitní polohy průsečíků čar (13) 
a (14) pro lim ác = hoví rovnicím 
(15) /<*,,.) = ,VÍ5.|L_«i = , 

*| I.eibnitz byl as první, jenž stanovil obalující Cáru, a s. jisté soustavy 
kružnic, jakožto geometrické místo průsečíků nekonečné blízkých car, v pojednání 
„Nova Calculi differentialis applieatio a , otištěném v Lipských Aktech z r. 1694. 
K zajímavé souvislosti problému onou obálkou řešeného s theorií singulárných 
řešení rovnic differenciálnýeh poukázal Lagrange v Leijons sur le Calcul des 
fonctions; v. Oeuvres, t. X, Legon XVII*. 

B. Wejr, Poíot differeiíciílnj. 2l 



a že tedy eliminací « z těchto dvou rovnic obdržíme rovnici 

obálky 

(16) <f,(x,y) = 0. 

Ostatně možno stanoviti obalující čára také tím způsobem, 
že rovnice (15) řešíme dle x a y, a tím obě tyto souřadnice 
vyjádříme jakožto funkce proměnného parametru «. 

Čára obalující dotýká se všech ěar obalených a s. každé 
v těch bodech, v nichž jest protnuta nekonečně blízkou čarou 
soustavy (obr. 35.)- 

Směrnici -^ tečny čáry (13) v bodě x, y stanovíme z rov- 
nice 

(1 „ ftH ^ Jfly.) ^! 

Rovnice obálky plyne eliminací a z rovnic (15) ; eliminaci 
tu možno iak provésti, že z druhé rovnice stanovíme a jakožto 
funkci x, y a hodnotu tu vložíme do první- Jest tedy /=0 
také rovnicí obálky, za té ovšem supposice, že « jest ona právě 

i? 1 
ax 

rovnici 

(18) %ax + %dy+y-d*=zQ, kde d K = ^dx + pdy. 

K ' dx ' oy " oa dx T>y * 

Jde-li o tečnu obalené čáry a obálky v bodě x, y daném 



na (17), t. j. v onom bodě mají obalená i obalující čára touž 
tečnu, jak bylo dokázati. 

Mějme n. p. soustavu Čar přímých takto vytčenou: 
Na ose x pravoúhlé soustavy souřadné budiž dán bod F 
souřadnicemi (c, 0); jej spojme s libovolným bodem M (0, «) 
osy Oy a vztyčme v M kolmici k MF. Kolmice ty tvoří sou- 
stavu čar závislých na parametru a; jest totiž 

l + Z = 1 «Ji, = — -=-.+ . 

rovnice spojnice MF, a tedy 

y = — x + « čili f=ay — cx — ťt a = 



rovnice kolmice. Eliminací a z této a z rovnice 



= 0, t. j. 



obdržíme rovnici obálky 

y a = icx j 
obálka jest tedy parabola, jejíž vrcbol jest O a ohnisko F. 

Jakožto druhý příklad uvažujme opět soustavu přímek 
a s. všech normál dané žáry 

Obálka těchto normál jest evoluta dané cary č. geometrické 
místo všech středů křivosti jejích (či. 129.); a to také vychází 
přímým stanovením této obálky. 

Rovnice normály jest 
1 



(19) Y - y = - 



-(X — x) čili/=j/'(Y-íř) + X — x=0; 



ona závisí na parametru x, jehož funkcí jest y a y'. Položíme-li 
tedy 



(20) 



dx 



= 0, t. j. jr(Y— ») — **■- 1 = 0, 



plynou řešením rovnic (19) a (20) dle X, Y souřadnice bodu 
obálky jakožto funkce parametru x. Z (20) máme Y — ya pak 

z (19) X-ns. 

* y" ' y" 

což ukazuje, že bod X, Y jest skutečně středem zakřivení dané 
čáry, 

Dalším příkladem budiž soustava kružnic sestrojených 
nad průměry OM. spojující počátek O s body M dané čáry K. 

Označíme-li x, y souřadnice bodu M a je-li 

(2i) n=m 

rovnice dané čáry K, jest rovnice 
kružnice, značí-li X, Y její běžné 
souřadnice, 

(*-*?+(* --§-)"=?+?■ 

čili 

(22)/=X«+Y i -ítX-yY = 0; 
v rovnici té pokládejme x za para- 
metr, na němž ovšem dle (21) zá- 




visí y. Derivováním dle parametru a annullováním derivace 
máme 

(23) — X — Y-^ = 0. 

ax 

Bod P (X, Y) enveloppy hoví rovnicím (22) a (23) ; z po- 
slední soudíme, že -p = — ^, t. j. že tečna MT dané Cáry K jest 

kolmá ke spojnici OP počátku s bodem P enveloppy, v němž se 
vytknutá kružnice jí dotýká. Jest tedy obálka soustavy kružnic 
(22) geometrickým místem pat kolmic spuštěných s počátku O 
na tečny dané čáry K, t. j. ohálka jest t. z, pudící dané Čáry pro 
pól O. 

Téhož výsledku dojdeme geometricky takto: Značí-li M' 
bod čáry K nekonečně blízký k M, protnou se kružnice sestro- 
jené nad průměry OM a OM' ' mimo bod O ještě v bodě, jejž 
označme P. Úhly OPM a OPM' jsou oba úhly obvodové v polo- 
kruzích, a tedy pravé, t. j. přímka OP jest kolmá k PM i k PM', 
z Čehož jde, že body P, M, M' jsou na jedné přímce, tedy P 
na MM' čili na tečně čáry K v M sestrojené. 

Ku konci podotkněme, Že kaádý systém čar závislých na 
jednom parametru nemá obalující čáry ; n. p. soustava sou- 
středných kružnic /= x Q -\- y* — a" = nemá obálky, poněvadž 

se dvě čáry soustavy nikdy neprotínaji. Položíme-H ~ = 0, 

obdržíme rovnici vzhledem k libovolnosti parametru « zcela bez- 
významnou — 2« = 0. 

136. O styku čar v rovině. 

Buďte 

(24) y=f{x), r = *00 

rovnice dvou čar procházejících bodem M(# H , y„), tak že /(#„) 

— <p (x u ). 

O čarách těch pravíme, že mají v bodě M styk stupně 
w-ho, možno-Ii bodu A čáry první, nekonečně blízkému k M, 
přiřaditi bod A' čáry druhé nekonečně blízký k M takovým 
způsobem, aby vzdálenost AA' byla vzhledem k oblouku MA 
neb k tětivě MA (či. 1250 nekonečně malá stupně n + 1 *). 

•) A. Pkard, Traité ď Analyse, t. I, pag. 318. 



Hledejme výminky, za kterými mají dví Čáry styk stupně" n. 

Bod A měj souřadnice x + A, y + k, tak že y + k =f(x„-\- A), 
a bod A' souřadnice x„ + A,. y -\-k,, tak že y„ +i, =ip(3; + A,); 
bod A jest A' přiřaděn, známe-li A, jakožto funkci A. čáry mají 
styk »-ho stupně, možno-li tuto funkci tak vytknouti, aby platilo 



i- AA' , . .. y(ii, — hy + (L — &) fl 
lun t^^ = a, t j. lim --■ -' - ■ 1_ +| ■ ' '- = 



1 jí+7 — «. • J" ™ A , 



= o:, 



lim (-jň+i-) + Um | ' 



kde a jest hodnota různá od nully, neboť vzhledem k lim , 

— |/l +/'(*..) a (21- 125.) jsou are MA a h nekonečně malé téhož 
stupně. K tomu jest ale nutné a stačí, aby bud" oba rozdíly 
*i — A a i, — k byly nekonečné malé n-ho stupni, aueb alespoň 
jeden, je-li druhý nekonečně malý stupni vyššího ; máme totiž 

a jest tedy aspoŮ jedna z limit na levé straně růzua od nully. 

Rozvineme-li f(x + A) a 9(#o + ''i) dle věty Taylorovy, 
obdržíme 

k=f{x <t )h+f"(x )^- 2 + .., 

A, = ^'(a:,,) A, + <p"(x a ) -^ + ■ -i 

což ovšem předpokládá, že /'(#„} a f'(x ) jsou hodnoty konečné, 
t. j. že tečny daných čar v bodě M nejsou rovnoběžný s osou y. 

Je-li A, jakožto funkce A dáno obecně rozvojem 
A, = c,A + c,A a + c 3 A 3 + . ., 

v němž absolutní člen jest 0, poněvadž při A = také A, =0, 
máme 

A, — A = ("i — 1) * + Ca* 5 + . . ; 

aby rozdíl ten byl nekonečně malý n + l-lio stupně, musí 
c, — 1 = 0, c 3 = 0, . . c„ = 0- 
Pak ale 
(25) A, = A + fc+i* ,+ I + c n+í A"+ a + . ., 

a druhý rozdíl jest 



+ 17^75 [*""(*) C* + t-t.*"*' + ■ ■) - /"V.) *' ] 



> + ■ 



+ 

aneb, seřaděn dle mocnosti h, 

Rozdíl ten jest nekonečně malý stupně n + 1 -ho, platí-li 

(26) ?.'(*„) =/(s ), ,«(*,) =/"(*„), ■ ■ »« (sO =/•>(*> 

To jsou tedy nutné a postačující výminky, aby čáry (24) 
měly v společném bodě x„, y t = f(x ll ) = <p(x,,) styk n-ho stupně; 
při tom supponujeme ovšem (p ( " +l) (^o) ^/ cn+l) ( ar o)i neD jinak by 
byl styk vyššího než n-ho stupně. Korrespondence bodů A, A', 
v definici styku vytčená, jest dána rovnicí (25), v níž koeffi- 
cienty c D+1 , c n+í , . . konvergentní řady jsou jinak libovolná čísla. 

Pořadnice f(x -\- h) a <p (#„ + &) čar (24) ve styku n-ho 
stupně mají rozdíl 

(27) 9 («, + h) -f(z„ + h) = [>+«(*,) -/ (n+1) (*o)'|i^+ • • 

nekonečně malý stupně n 4- 1-ho, který také ukazuje, že čáry 
v sousedství společného bodu (x , y ) tím blíže k sobě probíhají. 
Čím vyšší jest stupeň styku n Věc ta se ale ještě více objasní 
následující větou *) : 

Mají-U dvě čáry v hodě M styk n-ho stupně tu čára třetí 
mající v M s jednou z nich styk nižší, nemáSe v sousedství bodu M 
nikdy probíhati mezi nimi ; má-li s jednou styk stejného stupně n 
neb vyššího, můĚe ale nemusí tak ěiniti. 

Čáry (24) mějte v bodě M(a; , j/J styk n-ho stupně, t. j. 
rovnice (2 6) buďte vyplněny a zároveň platiž í-í"-* - " (*„) ^/ <n+ n (#„) 
třetí čára měj rovnici y = F(x), procházej bodem M a měj v něm 
s čarou y =f(x) styk stupně m, t. j. předpokládejme, že platí 
rovnice 

(28) /(*,) = F(x a ), /'K) = F'(tf ), . ., /«(*,) = !*->(*,), 
a že zároveň / (m +"(a: ) ^ P" +, >(aí»). 

*) Lagrange, Theorie des fonctions analytiques, 2» Partie, chap. I. 
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Pak máme pro rozdíl pořadnic rozvoj 

(29) 
/(*„ + *) -F(«. + *) = [/- + "0O - F<-+"(*,)j J~ + . ., 

a přičteme-li tnto rovnici k rovnici (27), 
(30) 
, (*„ +*) - F (*„ + *) = [/■+»(«,) - F<-+'>(*„)] rj^íL + . . 

+[*»+■■(*.? -/■»"(*.)] |^r + ■■ 

Při » <» se v obou těchto rozvojích na právo vyskytuje 
týž člen nejnižšího stupně, totiž 

[/»"■>(*.) -F-*^,)] ^ , 

a mají tedy pro dosti malé | h j výrazy (29) a (30) totéž zna- 
mení, t. j. čára třetí neprobíhá mezi danými dvěma čarami. 

Při m = n jsou nejnižší (č. hlavní) Členy rozvojů (29) a (30) : 

[A-W -F->(«.)]^. 

resp. [<f> la+,i M ~ F-^fo,,)] , - 

a ty mohou, ale nemusí míti stejné označení, t j. čára třetí pak 
probíhá mezi danými čarami aneb neprobíhá souhlasně s tím, 
že rozdíly f^ +l \x ) — F< n+, >(:c }, <? ,n+ 'Kx,) — P ( * ,+,, (*o) ne J S0U 
neb jsou stejného znamení. 

Při »t >■ n konečně json v rozvojích (29) a (30) nejnižší členy 

[/t-+»(*„) - FO+^o)] *^_, 

resp. [V«+ ■>(*,) - /«+ '»(*,)] ^^- , 

jež mohou míti stejné i různé označení, t. j. čára třetí může 
probíhati mezi danými čarami, ale také mimo ně; kdy nastane 
ten neb onen případ, čtenář snadno z označení závorek a ze 
sudosti neb lichosti čísel m a n ihned pozná. 

137. Čáry oskulujkí, zvlášť kružnice. 

Dána-Ii soustava čar, závislých na r parametre*: li 
(31) *Cr, * a u fl a ,..o,) = 0, 



možno se tázati po oné Čáře soustavy, která iná s danou čarou 
(32) »=/(*) 

v daném bodá tA(x a , y ) styk nejvyššího stupně č. po čáře sou- 
stavy oskitlujicí v bodě M danou čáru. 

Jest-li onen styk «-ho stupně, musi y, y\ ■ ., y <ni stanovené 
z rovnice (31) se resp. rovnati hodnotám f{x„), f(P u ), ■ . ^"'(^oX 
čímž se ukládají n + 1 rovnice parametrům a li a a , . . a,. Obecně 
tedy možno položiti n -f- 1 = r, t. j. oskulující čára má styk 
r — 1-ho stupně s čarou danou; pro speciálné body M se ovšem 
může státi, že se i vyšší derivace pořadnic obou čar shodují, 
že tedy styk jest stupně vyššího. 

Rovnice kružnice 

(x - a y + (y - by = r s 

závisí na třech parametrech a, b, R, a možno tedy ustanoviti 
kružnici,, mající s danou čarou (32) v daném bodě styk druhého 
stupně; ta pak sluje oskulačoí kružnicí v onom bodě. 

Derivujeine-li rovnici kružnice dvakrát dle %', obdržíme 

z — a + (y — 6) ý = 0, 

i + y" + <y - *) v" = o. 

Hodnoty y, y\ y" z těchto tří rovnic plynoucí musí se pro 
oskulační kružnici bodu (x, y) shodovati s resp. hodnotami 
f(p)i f(?e)i /"(*)• Řešením poslední rovnice dle y — b, před- 
poslední pak dle x — a, nápotom předchozí dle R, obdržíme 

,_, = _! + £", ,_. = řlů±i!2, 
s" v" 

B = (' + '" )l i 

pokládajíce v těchto formulích y, y', y" za hodnoty z (32) ply- 
noucí, máme tím souřadnice středu a, b a poloměr R oskulační 
kružnice. 

Přihlédneme-li k formulím či. 127. vidíme, Se oskulační 
kružnice jest totoSna s kruínici křivosti dané čáry. 

Kružnici tu možno ještě jiným způsobem definovati a to 
na základě věty : 

Oskulační krttSnice Čáry v daném bodě M jest limitní poloha 
kružnice vedené tímto bodem a dvěma nekonečně blízkými body Čáry. 



Aby kružnice o středu (a, b) a poloměru R procházela 
bodem dané Sáry (32) o úsečce x, musí výraz 

(as - a) 1 + (y — b)* — R* čili \'(x) 
vymizeti; aby procházela bodem čáry o úsečce x + h, a také 
dalším bodem jejím o úsečce x + h^, musí výrazy Y(x -\- h,) 
a V(ar + Aj) vymizeti. Máme tedy ku stanoveni hodnot a. b, R 
tři rovnice 

V(*) = 0, V(x + h,) = 0, Y(^ + * 1 ) = 0, 
které možno nahraditi rovnicemi 

V(x) = 0, ■V(x + h i ) — Y(x) — 0, V(« + A,) - V(«) = 0, 
aneb rovnicemi (SI. 68.) 

V(s) = 0, A,V'( a ; + ň J A l ) = 0, A, V (x + »,&,) = 0, 
v nichž o t , &, značí hodnoty mezi a 1. Krátíce faktory h„ A s 
můžeme tyto rovnice nahraditi následujícími 
V(ar) = 0, V'(a; + fli*,) = 0, V (as + »,*,) — V'(a; + Mi) = 
aneb, opět vzhledem k větě o přírůstn funkce, rovnicemi 
V (ar) = 0, \'(x + #,A,) = 0, 
\"(x + #,*, + & (ffjft,, — *,*,)) = 0, 
kde 0< * < 1. 

Blíží-li se A, a 4, nulit 1 , blíží se tedy a, í>. R limitním 
hodnotám, jež vypočteme z rovnic 

V(*) = 0, V'(*) = 0, V"(ar) = ; 
avšak 

V(a;) = (x — a)* + (y - 6) 1 — R*, 
V'(íf) = 2 (x - a) + 2 {y - b) y', 
\"(x) = 2 + 2jr" + 2 (jr - 6) p", 

kde y = /"{#), y' = f"(x), y" =f'(x), a jsou to tedy tytéž rov- 
nice, z nichž jsme vypočetli souřadnice středu a, b a poloměr B. 
kružnice oskulační. 

Obdobně bychom mohli ukázati, že čára soustavy (31) osku- 
lující čáru danou (32) v bodě" M(ar, y) jest limitní poloha Cáry 
soustavy, vedené bodem M a r — 1 nekonečně blízkými body 
dané čáry. 

V či. 130. stanoveny souřadnice středu :i poloměr oskulační 
kružnice a ellipsy o poloosách a, b; kružnice ta má styk 2. stupně 



B ellipsou, jen ve vrcholech jest styk stupně třetího. Pro vrchol 
(0, h) jest rovnice kružnice oskulační 



/ . a 1 -6 a \ a a* 



pro bod (0, b) z této rovnice plynou hodnoty y' = O, y" := ^i 

y'" = 0, a tytéž derivace má pořadnice ellipsy v bodĚ (0, &) ; 
čtvrtá derivace u kružnice jest — 3-^, u ellipsy však — B—g- 
Mají tedy obě cáry v bodě (0. b) styk 3 stupně čili hyperoskulaci. 



Kapitola X. 

Theorie křivosti čar v prostoru. 

138. Stanovení ploch a car počtem. 

Veškeré body, jichž rovnoběžné souřadnice x, y. z hoví 
jedné rovnici 

/(a, y, s) = 0, 

naplňuji plochu (Či. 48.). Tak n. p. jest x a -+" # a + z a — a a = 
při pravoúhlých souřadnicích rovnicí kulové plochy opsané kolem 
počátku souřadnic poloměrem a; lineárná rovnice Ax -\- By + 
Gis -f- D = přináleží rovině. 

Veškeré body, jichž souřadnice hoví současně dvěma rov- 
nicím 

(1) / (x, y, e) = 0, F (r, y, z) = 0, 

nalézají se na obou plochách těmito rovnicemi stanovených, 
tedy na průsečué čáře obon ploch. Odvodíme-li z těchto dvou 
rovnic jinou rovnici, hoví jí souřadnice každého bodu průsečné 
čáry, t. j. odvozená rovnice repraesentuje plochu procházející 
onou čarou. Tak n. p. odvodíme eliminací x z obou rovnic 
novou rovnici tvaru 

q. (y, z) = 0, 

náležející válci o branách rovnoběžných s osou x a procházejí- 
címu danou čarou ; jest totiž patrno, že hodnoty y-, z hovící 
této rovnici vedou k nekonečnému množství bodů (x, y, z), kde 
x jest libovolné, poslední plochy, a všecky body ty, majíce 
totéž y a totéž z, naplňuji přímku rovnoběžnou s osou x, tak 
že poslední plocha se jeví jakožto geometrické místo takových 
přímek, t. j. jakožto válec o hranách rovnoběžných s osou x. 
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Pokládáme-li poslední rovnici za rovnici čáry v rovině" Oyz, 
jest čára ta patrně stopou vytknutého válce. 

Nenalézají-li se veškeré body čáry v jedné rovině, sluje čára 
prostorovou č. o dvojí křivosti, v opačném případě rovinnou*). 

Rovnice fl) čáry se často nahrazují jinými, jednoduššími ; 
eliminuj eme-li z nich jednou z a jednou y, obdržíme rovnice 
tvaru 

f l (x,y)=0, F t (x, e) = 0, 

náležející válcům čarou vedeným o hranách rovnoběžných 
s osou z, resp. y, a současně projekcím čáry na rovinách Oxy, 
resp. Oxz stanoveným. Řešením těchto rovnic dle y, resp. z, možno 
jim dáti tvar 

y = X(x), z = {i{x), 

jenž vede k tomu, že všecky tři souřadnice x, y, z bodu čáry 
pokládáme za funkce jedné proměnné x: 

x = x, y = i. (z), z=^\i (x). 
Zavedeme-li jinou neodvisle proměnnou t rovnicí x = <j (t), 
a píšeme-li ip (í), x (0 místo * [<P (0]i f [t (0]> máme čáru sta- 
novenu rovnicemi 

(2) * = *(ft y-*(9, * = z(<). 

A naopak stanoví každé rovnice (2) Čáru ; eliminací t z první 
a druhé, a pak z první a třetí rovnice obdržíme dvě rovnice 
mezi x, y, z, ukazující, že body (2) naplňují čáru. 

139. Tečna a normálná rovina čary. 

Tečnou čáry v bodě M (z, y 7 z) zoveme limitní polohu 
spojnice bodu M s bodem čáry nekonečně blízkým M' (x + Jx, 
y -p- dy, z -f- Jz). Spojnice MM' má rovnice 

a pro lim Ax = mají podíly přírostů za limity podíly diffe- 
renciálné, tak že rovnice tečny jsou 



*) První se zabýval soustavní s Čarami prostorovými Clairauí ve svých 
„Recherch.es sur les courbes k double courbure", 1731, od něhož pochází i jich 
pojmenování, Moagc a jiní theoríi tu jakož i theorii ploch dále vyvinuli; sr. 
Afvngc, Applications de 1' Anály se a la Geometrie, 2« éd., Paris, 1860. 



aneb 

,.,, X — x __ Y_— ;/ __ Z — a 

W dx ~ dy "~ da 

Jest-li Čára dána rovnicemi (2), máme 

dx = (f'(t) dt, dy — y'(t) dt, dz = x\t) dt 
a rovnice tečny v bodě příslušném hodnotě t jsou 

X-<p(fl _ Y -y(Q _ Z- i(f) . 
*'(í) - **(!) *(*) ' 

při tom ovšem předpokládáme, že pro uvažovanou hodnotu t ne- 
vymizí současně derivace tp'(t), «>'((), j>'(í). 

Dána-li čára rovnicemi (1), máme jich differencováním 

fdx + fdy+f <!, = ». 

dx dy * ' da 

3F . . 3F . . 3F . 
^-dx + ^-dy+ ^r- dz = 0; 

odkud, jelikož pro bod X, Y, Z tečny platí iiměra (3) 

dx : dy : dz = X — x : Y — j/ : Z - 3, 
soudíme, že bod ten hoví rovnicím 



ž*- 


-* + £<*- 


-»>+&<*- 


- 2) = 0, 


£<*- 


-4 + »CT- 




- «) = 0, 



t. j. že toto jsou rovnice tečny ; jest každá z těchto rovnic vzhle- 
dem k běžným souřadnicím lineárná, tedy rovnicí roviny, a obě 
stanoví společnou přímku rovin, tečnu. Ovšem suppouujeme, 
že se tyto dvě roviuy nestotožní, t. j. že neplatí proporce , 

V -3£ ■ W — 1Ě. ■ ?E ■ 3 Z. 

dx ' dy ' da dx dy dz ' 

v případě takovém by uvažovaný bod x, y, z byl obecně zvlášt- 
ním bodem dané čáry, k čemuž zde jen budiž poukázáno. 

Rovina, vedená bodem čáry kolmo k jeho tečně, sluje ro- 
vinou uormálnou. Uhly a, fí, y, jež uzavírá tečna s pravoúhlými 
osami souřadnými, jsou vzhledem k (3) stanoveny proporcí 

cos « : cos í? : cos y = dx : d y : dz; 



a jelikož rovina bodem (x. y, z) vedená kolmo k směru (a, /?, y) 
má rovnici 

(X — as) cos « + (Y — y) cos /ř + (Z — z) cos y = 0, 
jest rovnice normálně roviny: 

(X - x) dx + (Y - y) dy + {Z - 2) í* = 0. 

Vzhledem k hořejší proporci a k relaci cos 2 « + cosV 

-|- cos 2 ? = 1 máme 

dx _ % 
COS« = -v- , COSfS = — r- ^- f. „ . , 

+ \/dx* + dy* + d*« + {/dx* + dy a + da a 

COS r = — . , -- , 

±\/dx ,1 + dy* + de <t 

aneb, dělíce čitatel i jmenovatel dt, 



cos 8 = - 



± l/V -I- V" 1 + ť' ' ± I/*" + Ť 2 + Z' 3 " ' 

X' 

COS y= — - - - — i 

+ W + V + X* 

kde znamení ve jmenovatelích si korrespondují ; nalézáme dva 
systémy úhlů «, 8, y, příslušné dvěma opačným směrům tečny. 

140. Tečná rovina a normála plochy. 

Vedeme-li na dané ploše daným bodem libovolné čáry, 
jsou jich tečny v tomto bodě sestrojené vesměs v určité rovině, 
která sluje tečnou rovinou plochy v onom bodě. 

Budiž 

f(x,y, *) = 
rovnice dané plochy a M (a:, y, s) daný bod její; bodem tím 
veďme libovolnou plochu 

F (a, y, z) = 0, 
jejíž průsečnou čáru s danou plochou repraesentují tyto dvě 
rovnice, t. j. libovolnou čáru na první ploše bodem M vedenou. 
Tečna k této čáře sestrojená má rovnice (4), z nichž první 
ukazuje, že — nechť jest plocha F = jakákoli — stanovená 
tečna se vždy nalézá v rovině 

<« tO-*) + gcr-io+g<z-o=a, 

čímž výrok dokázán, ovšem za supposice, že v uvažovaném bodě 



M (x, y, g) nevymizí současně všecky tři parciálně derivace 
funkce f{x, y, g), kdy rovina tečná by byla neurčitou. Rovnice 
(5) jest rovnicí tečné roviny plochy /=0. 

Přímka vedená daným bodem plochy kolmo k tečné rovině 
její sluje normálou plochy; její rovnice tedy jsou 
fíň X-y_ Y-y _Z-g 

V ~~ K ~ V " 
íte 3y "bs 

Dána-li plocha rovnicí tvaru 

s = (f{x, y), 
možno psáti 

f=<p(x,y) — í = 0, 
a pak 

9/ 3qi 3r 3/ 3» ttó 3/ 

Hx Dx dx ' Hy 3>/ 7t;f ' dn ' 

rovnice tečné roviny (5) jest tedy 
dg 

aneb, píšeme-li opět p, q místo -=—> -=— > 

(7) Z-»=j>(X-í) + »C*-*)- 

Rovnice (6) normály jsou nyní 

X — i _ Y — y _ 2 — • 
P 1 ~ — 1 

aneb 
», I X-* + ř(Z — »)=0, 

k ' i y-» + S (z-») = o. 

U turové plochy n. p. 

«■ + »■ + «• — «" = 
jsou parciálně derivace levé strany resp- 2i, 2y, 22, a tedy rov- 
nice (5) tečné roviny v bodě (x, y, z) : 

0(X - x) + uCÍ - K) + a(Z - í) = 0, 

cm 

rcX + j/Y + rZ - o" = 0. 
Rovnice (6) normály jsou 

X — x Y — o Z — f 




a z nich patrno, že normála prochází počátkem (0, 0, 0), t. j. 
středem koule. 

Jakožto druhý příklad uvažujme Šroubovici na rotačním 
válci, t. j. Cáru na přímém kruhovém válci sestrojenou tím způ- 
sobem, že nanášíme na hrany od základny délky PM úměrné 
oblouku AP základné kružnice ; koncové body M těchto délek 
naplní čáru nazvanou šroubovici (obr. 37.). 

Osa válce zvolena za 
osu s, a rovina základny za 
rovinu xy pravoúhlé sou- 
stavy souřadné. 

(Rozvineme-li válcovou 
plochu do roviny xz počína- 
jíce hranou bodem A vede- 
nou, rozvine se kružnice AP 
do přímky AP', a přímka 
PM do polohy P'M'; poně- 
vadž dle definice Šroubové 

čary platí 

Obr. 37. J 

PM = »» are AP 
čili Pit =mAP', 
kde mí jest stálý faktor úměrnosti, naplní bod M' přímku AR, 
t. j. šroubovice přejde rozvinutím do přímky, a zároveň patrno, že 

m = tg tp, 
značíme-li <p sklon této přímky s osou .-c.) 

Zavedeme-li úhel AOP = t jakožto neodvisle proměnnou 
a označíme-li a poloměr válce, máme pro souřadnice bodu M 
šroubovice výrazy 

(9) x = a cos t, y = a sin t, z — mat; 

nabývá-li t všech hodnot od — oc do oo , podávají tyto výrazy 
všecky body šroubovice. Body příslušné hodnotám t intervallu 
(t . . t -+■ 2n) naplní část šroubovice, která sluje jedním závi- 
tem jejím; část ta se patrně promítá do celé základné kružnice 
a výška její, t j. rozdíl mezi největším a nejmenším z, jest pa- 
trně ma 2w, výška to závitu. Každé dva závity jsou shodné; zá- 
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vit, daný interval lem (ť, . . í, -j- 2«), přejde totiž do předcho- 
zího závitu, otočíme-lí jej kolem osy * o úhel t a — ť, a pak po- 
Šineme ve směru osy z o délku mat — mat t . 
Z rovnic (9) plynou differenciály 

dx = — a sin t dt, dy=a cos t dt, dz = ma dt, • 
a tedy jsou dle (3) rovnice tečny Šrouboviee 
X — x _ Y — y _ Z—0 
— sin / cos t m 

Značíme-li «, (I, y úhly tečny s osami, máme tedy 

cos a : cos P : cos y = — sin / : cos t : m, 
z čehož 

m tg 9 . /» \ 
cos y= .— . — ~ — . ,. — = sin ^ = cos I-h ok 

t. j. sklon tečny s osou válce jest stálý as. -^ <y. 

Jakožto třetí příklad uvažujme přímou plochu šroubovou; 
ona jest geometrickým místem přímek vedených body Sroubo- 
vice kolmo k ose válce č. k ose její. Jest-li tedy MK kolmá 
k Qz (obr. 37.) a tedy rovnoběžná s OP, jest MK plošnou přím- 
kou přímé plochy šroubové procházející danou Sroubovicí. Pro 
libovolný bod N{X, Y, Z) této přímky patrně platí 

Z = 2 , -í-=-^ 

čili 

Y 
Z = amt, -~- = tg t ; 

eliminací t z těchto rovnic obdržíme rovnici přímé plochy šrou- 
bové 



Omezíme-lí se na půí závitu příslušného hodnotám t inter- 
vallu [ — -~ • ■ -^-J- můžeme eliminaci tu tak provésti, že pí- 
šeme 

Y 
t = are tg -j=-) 

a tedy rovnici plochy šroubové 

Z = am are tg -^ — 



Z rovnice « = x tg — máme derivace 

* ^ am 

__ amy amx 

p~ — — a + y r 2 — ^ _)_ ,,* 

a rovnici roviny tečné: 

„ amy , v ^ , amx 

% — * — — x *-f~y 

Značíme-li *, /?, y úhly normály s osami, platí 
amy amx 

z čehož 

— 1 



t\R 



am +1 



Závisí tedy y jen na a;* + y a , t. j. na vzdálenosti bodu do- 
tyčného od osy z. Body plochy, jež mají od osy s stejnou vzdá- 
lenost, naplňují Šroubovici ; body ty jsou patrně na válci rotač- 
ním, a značí-li o, onu vzdálenost, hoví jích souřadnice rovnicím 

V = X tg 1 ' 

9 6 am ■ 

x a + y q = a,*. 
Položíme-li tedy x = o, cos t, y = a, Sin t. máme 
tet = tg — čili í = — . 
tak že, píčíce m, místo , máme pro každý bod oné čáry 

x — a, cos t, y — q-l sin ť, # = «,»»,(, 
čímž patrno, že to jest šroubovice, jejíž rozvinutí tvoří s osou 

x sklon <p,, daný rovnicí tg <?, — mi, = ; sklon ten jest tedy 

tím menší, Čím větší jest vzdálenost «,. 

141. Differenciál oblouku libovolné Čáry. 

Především nutno definovati délku oblouku čáry CD 
(obr. 38.), stanovené vzhledem k pravoúhlým osám souřadným 
Ox, Oy, Oe. Za tím účelem zvolme jako u čáry rovinné (ČI. 125.) 
na tomto oblouku « — 1 bod, čímž oblouk rozdělen na « částí. 
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Spojínie-li každé dva sousední z těchto bodů, obdržíme 
lomenou Čáru. vepsanou do oblouku CD, jejíž obvod označme 
II, píšíce jej ve tvaru součtu 

• n = 2 MÍT, 
při čemž M značí kterýkoli z oněch bodů. M' pak bod násle- 
dující. 

Roste-li počet stran 
lomené čáry do nekonečna 
a blUÍ-li se délka každé 
strany mdle, t. j. jest-li 
lim n = oc. lim MM' = 0, 
tu se blíží II určité limitě, 
necht jest způsob dělení 
daného oblouku na n Částí 
jakýkoli; tuto limitu 
S = lim TI 



nazýváme délkou oblouku 
CD. 

Vzdálenost bodu M{a:. 
2 + Jz) jest 




y, z) od bodu M'(x + Jx, y -|- Jy, 



MM' 



= y^ + ^ + ^=j,\Ji + (*)'+(-£)' 



souřadnice y, z možno pokládati za dané funkce proměnné x, a 
máme tudíž pro lim Jx = : 



lim #=4"-. 



..Je dz 



což možno psáti 

lim * = O. 



v>+(^)'+(^)'=Vi+(£H 



Tím nabýváme 

/z = z MI' = 2-^yi+( 






+ 2 « átf. 



Značí-li i„ číselný obnos oné hodnoty f, která jest číselně 
největší, jes t pa trně i' * áx Číselně menší než Z' £„ Jx čili t 2 Jx 
t. j. než « GH ; a poněvadž lim *„ = 0, soudíme, že 
lim 2i Jx = 0. 



Máme tedy 



při čemž odmocnina na právo jest jistou funkcí <p(a=) proměnné a:. 
Sestrojme v pomocné rovině dvou pravoúhlých os x, Y 
čáru o rovnici Y = $> (x) a vytkněme plochu S omezenou touto 
čarou, osou úseček a pořadnicemi příslušnými úsečkám x„ = OG 
a #, = OH ; plocha S jest dána jakožto limita (51. 59.) "). 
S = lim £ YJx = lim 17. 

Poněvadž první limita dle citovaného článku jest nezávislá 
na velikosti přírůstů áx, jest hořejší výrok dokázán; zároveň 
jest zjevno, Že délka S oblouku CD jest vyjádřena týmž Číslem 
jako plocha rovinná, právě vymezená. 

Označíme-li délku oblouku CM sahajícího až k bodu M 
o úsečce x, literou s, bude s vyjadřovati také plochu v pomocné 
rovině omezenou čarou Y = g> (x) t osou x a pořadnicemi pří- 
slušnými úsečkám x a x; dle či. 124. jest derivace této plochy 
s dle úsečky x rovna pořadnici Y této úsečce příslušné, t. j. 



r=V» +(*)+(£) 



dx ~ V ^\dx)^\dx] 
z čehož diferenciál oblouku libovolné čáry : 
(10) ds = \ZlhT-\- dy 4 + dz T . 

Nyní snadno vychází správnost výroku často užívaného: 
Limita podílu vekoneóně malého oblouku libovolné čáry a pří- 
slušné tětivy jest 1. 
Máme skutečně 

,. are MM' .. ds 

lim — = - ±- ■ — =: lim -t~t= - ■ — = 

MM' V Jx* + áy* + <*%* 

Js ds 

,. áx dx , 



y^WFWí v> + (t-)w 

Věty té možno s prospěchem užiti n. p. při odvození dif- 
ferenciálu oblouku v případě jiných než pravoúhlých souřadnic. 



*) Y cit. flanku učiněna supposice, že/(i) jest rostouc! a kladná, za účelem 
stručnější stylisace; supposice ta ale není patrně nutni k odvození výrazu limit- 
ního pro plochu. 
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Jsou-li x, y, z u. p. souřadnice kosoúhlé, a označínie-li ( 
úhly os souřadných 

a = yOe, p z= zOx, y = xQg, 
máme vzhledem k větě I. 81. 59. 



lim 



ás 



,. MM' 
= lim — ; — 
áx 

.„Jy dz 



: lim 



^m 



í + m 



cos a + 2 -j— cos + 2 - 



|-=Vř+(f-)"+(f) , + 2Í*, 



M 



z čehož konečně 

(1 1) ds = |/d# a -\- dy* + ds" + 2di/ de cos a -+- 2d.r dx cos /í 
+ 2d# dy cos 7. 
Užíváme-li polárných sou- 
řadnic prostorových p, tf, oj, sta- 
novíme, vycházejíce z tří os pravo- 
úhlých Ox, Oy, Oz (ohr. 39.), libo- 
volný bod M(#, y, z) délkou prů- 
vodiče OM = p, sklonem tf jeho 
g kladnou osou s a odchylkou w 
roviny sÓM od roviny zOx. K vy- 
čerpáni všech bodů M prostoru 
stačí bráti úhel tf v mezích a «, 
úhel m v mezích a 2«, a p vždy Obr. 3<t. 

kladně. 

Pravoúhlé souřadnice x, y, z bodu M jsou s polárnými jeho 
souřadnicemi patrně vázány formulemi 

a - = p sin & cos ta, y = p sin tf sin <o, s = p cos tf, 
z nichž differencováním 

dx = sin 1? cos o dp + p cos tf cos w dtf 

dy = sin tf sin oj dp + p cos tf sin 

d.s = cos tf do — p sin tf d#, 
a sečtením čtverců, po krátké redukci, 
(12) 



? sin tf sin o) dm, 
dtf -j- p sin fr cos ta do, 



: l/tfp* + ? a dtf a + p a sin a tf doj 



Téže formule se snadno doděláme cestou geometrickou. 
Přihlédněme k plochám souřadným v soustavě polárné, t. j. 
k plochám daným resp. rovnicemi 

Q = COHSt., & = COUSt., fli = const. 

Plochy první soustavy jsou koule opsané kolem počátku O, 
plochy druhé soustavy jsou rotační kužele o vrcholu O a ose 
Qz, plochy třetí soustavy jsou roviny vedené osou Os. Tyto tři 
soustavy ploch jsou patrně orthogonálné, t. j. plochy různýeh 
soustav se protínají všude pravoúhle č. tak, že jich tečné roviny 
ve společném bodě sestrojené jsou k sobě kolmý. 

Koncovými body oblouku As veďme plochy souřadné: dvě 
kulové plochy o poloměrech p, p -|- Jq, dva kužele přísluňrm 
úhlům , & + dfr a dvě roviny příslušné úhlům <o, o -\- dm; 
šest těchto ploch omezí křivoplochý rovnoběžnostěn, jehož jednou 
úhlopričnou jest tětiva oblouku ds. Základna jeho na kouli 
o poloměru q jest obdélník omezený čtyřmi kruhovými oblouky; 
dva protější mají délku $d& a dva ostatní a sin & da>, resp. 
g sin (£• -j- d&) dm, a oblouk ds se promítá na kouli do úhlo- 
příčné f onoho obdélníku. Kruhové oblouky ? dfí, p siu i? dra, 
y se různi od svých tětiv o nekonečně malé hodnoty vyššího 
stupně, mimo to se sklon prvních dvou tětiv odchyluje od pra- 
vého úhlu nekonečně málo, tak že máme 

y 3 = p a J&- -\- q- sin* # dm 1 , 
zanedbávajíce hodnotu nekonečně malou proti j- a . Obdobně máme 

ds* = dQ S + f, 
zauedbávajíce hodnotu nekonečně malou vzhledem k ds" 1 ; a tedy 

Js" . dQ 1 . „ . „ . „ „ Ja* 

ďr* + e = ďir* + ! > +<rsm & diš" 

značíme-H e hodnotu nekonečně malou. V limitě tedy platí 

(£H4)" + ' + •"-•(£)■ 

čili 

ds* =.í/p 2 + q" d&* + <<- sin 2 í> dm", 
jako nahoře (12). 

142. Směr tedny. 

Značí-li x, y, z pravoúhlé souřadnice bodu M dané čáry 
a a, §, r úhly, které uzavírá s kladnými osami tečna v bodě M, 
tu jsme v či. 139. nalezli 

cos a : cos § : cos y = dx : dy : dz. 
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ZnaČí-li s délku oblouku Čáry měřenou od libovolného pev- 
ného bodu jejího až k bodu M, máme 

d.s' = dx* + dy a + dz' 1 , 
a tedy 
cos a cos f? cos y l/cos 3 a -4 - co s' ji -4- cos a y _ _£_ , 

T&r *~ dy — ~ď» ~ \Zdx*+lffi + dz* * 

z čehož 

,,„. ťfa: „ dy dz 

(13) coso^ď- <W=-^-, ^1- = -^, 

čili 

(14) dx = ds cos a, dy = ds cos Č, . d# =: ds cos y. 



V těchto formulích možno ds = [/dx* + dy 2 4* ( ' i; '' vzíti 
se znamením + neb — , čímž nalézáme oba opačné směry tečny- 
Béřeme-li ds kladně, mají cos «, cos §, cos y táž znamení jako 
ds, dy, dz a tedy i jako áX, Jy, Az při dosti malém \ dt\ . 

143. Oskulační rovina. 

Vedeme-li k dané čáře v bodě M tečnu, touto tečnou 
a jiným bodem M' čáry rovinn, má tato rovina pro případ. Že M' 
se blíží na čáře Vodu M, určitou limitní polohu, jež sluje rovinou 
oskulaéní čáry v bodě M. 

Rovnice tečny MT v bodě M (x, y, z) byly 

X — x:Y — y :Z — z = dx : dy : dz; 
rovina bodem M vedená 

(15) a(X ~ x) + fe(Y - y) + e(Z —a) = 

tudíž prochází onou tečnou, hoví-li této rovnici všecky souřad- 
nice X, Y, Z hovící předchozím proporcím, t. j. platí-li 

(16) adx + bdy + cde =: 0. 

Rovina (15) prochází mimo to bodem M' (x -4- dx, y + dy, 
z + dz), platí-li rovnice 

a dx + 6 dy + c dz = 0. 
Pokládejme souřadnice bodu dané čáry za funkce neodvisle 
proměnné t, a buďte t, t + dt hodnoty této proměnné stanovící 
body M, M'. Dle věty Taylorovy máme 

. dx ., . 1 d 3 x ,,„ , 1 /d s x\ ,„ 



čili stručněji 



(17) 



J Jť + A /«', 



„=a 



^=jáí+. 



ií* 



vložením těchto hodnot do poslední rovnice obdržíme přihlí- 
žejíce k (16) a krátíce Jí", 

Ť(«S + i ^ +«g)+(»A + » + oC)^ = 0. 

Touto a rovnicí (16) jsou stanoveny poměry a : b : e a tím 
i rovina (15) vedená MT a bodem M'. Pro lim M = máme 



"<«" " r " (íí a ~ 0, 
íili 

<18) flďi + řd a # + cá fl « = 0, 

a rovnice tato s (16) stanoví hodnoty a ;b : e podávající 
limitní polohu roviny MTM' Č. oskulacní rovinu. Z (16) a (18) 
plyne 

a :b : c=-dy d 3 z — dz d 3 y : dz d*x — dx d*z : dx ď*y — dy d-x, 
•čímž nalézáme rovnici oskulacní roviny 

(dy d 3 z — dz d*y) (X — x) + (dz A*x — dx d*z) (Y — y) 
+ (dx d a -y — dy d 3 x) (Z — z) = 0. 

Vyznačíme-li funkce x, y, z proměnné /: 
x=.tp(t), y = y(t), g = x(t), 
máme dx =: <p'(ť) dt, d 3 x = q,"(t) dt 3 . atd.; vložením do (18) a krá- 
cením hodnotou dt s nalézáme rovnici oskulacní roviny ve tvaru 

Wť — ťv") C x — f) + (i'*! 1 " — f'ť) CY — v) 
+ foy - ^'»") (Z - x) = 0. 

Rovnici (19) možno psáti ve tvaru determinantuíni 

X - x, Y — y, Z — e 

ix, dy. dz =0, 
V'x, d"y, d*z 

a obdobně rovnici (20). 



(19) 



(2(11 
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Limitní poloha roviny vedené daným bodem M a dvěma dal- 
šími body M', M" čáry pro případ, ze se M' a M" na čáře blíží 
bodu M, jest oskulační rovina v bodě M. 

Příslusi-li body M, M', M" roup. hodnotám t, t + h„ t + A„ 
neodvisle proměnné, prochází rovina 
(21) oX + bY + cZ + p = 

bodem M, platí-li rovnost 

o V (ř) + 6ipC0H-Cz(0+í» = 0; 
značíme-li levou stranu stručně F(í), tu prochází rovina (21) 
všemi třemi body. M, M', M", platí-li tři rovnosti 

F(ť) = 0, F(í + A,) = 0, F(ť + A,) = 0. 
Pro lim A, = 0, lim ft a = se tyto tři rovnosti redukují 
na (81. 137.) 

F {/) = 0, F'(í) = 0, F"{t) = 0, 

t. j. ku stanoveni stálých a, b, c. p máme rovnice 
a<j -\- b\ji + c/ +£) = 0, 
aq' + ty' ■+ c ť — 0. 
aq"-r 6*" + cz"=0; 
odečtením první od (21) máme limitní rovinu ve tvaru 

a (X - ,) + b (Y - v) + o (Z - Z ) = 0, 
a poslední dvě rovnice podávají pro poměry a:b:c dřívější 
hodnoty, tak že limitní poloha ta jest dána rovnicí (20), jak 
bylo dokázati. — Z toho patrno, že oskulační rovina čáry rovinné 
jest její rovina. 

Mezí všemi rovinami bodem M čáry vedenými jest oskulační 
rovina ona, která k čáře přiléhá nejtěsněji, t. j. vzdálenost sou- 
sedního bodu M' (t -+■ At) čáry od libovolné roviny bodem M 
vedené jest nekonečně malá prvního stupně, od roviny obsa- 
hující tečnu MT nekonečně malá druhého stupně, od roviny 
oskulační třetího stupně, pokládáme-li At za nekonečně malou 
hodnotu základní. 

Rovnice roviny bodem M(a;, y, z) vedené jest při libovolném 
a, b, c * 

a (X - x) + i (Y - y) + c (Z - *) = 0. 
aneb v normálnéin tvaru 



i (X - s) + b PL^ y)+_g_Cg_: 

l/íí* ■+- ¥ + c? 



- = 0; 



a vzdálenost 3 bodu il'(x + Ax. y -\- Ay 7 z + As) od této roviny 
jest tedy 

a Ax -f- b Ay -\- c Az 

' ~ (/a 2 + 6 a + ~č* 
Vložime-li za Ax, Ay. Az jich hodnoty (17), obdržíme 
» f/ *& i í. ty , - dt \ _, . 1 / d % x , , d")/ , d a .s \ .,_ 

+ («A + 6B + cC) z/í s ] : ^ aa+fta+ ^r 

Jest tedy při obecném a, b, c pro lim At = : 

,. 3 dt dt dt 

lim —t = . , ■ 

At l/ a * _j_ Ď a _|_ C 'i 

hoduota konečná, různá od nully, a tedy í hodnota nekonečně 
malá prvního stupně; prochází-li však rovnice tečnou MT, tu 
platí 

a dx + b dy + c ds = 0, 

a pak se v í vyskytuje faktor Jt" a obecně jest limita 
ď*x . , d*y , d 3 z 

.. ď j_ dť a ' d/ a ' dr 

,m Ať ~ 2 "^|/o.-^Ť^^p 

hodnota konečná, různá od nully, t. j. í jest nekonečně malé 
druhého stupně. 

Jest-li ale konečně daná rovina rovinou oskulační v bodě 
M, tu platí současně 

a dx + b dy + c dz = 0, 

a ď*x + b d*y + c d 1 * = 0, 



t. pak 



_ (oA + &B + cC) Jf ■ 
[/a* + 6" + 1 5 " 

d 3 « . , d 3 .v . 



a tedy í obecně nekonečně malá hodnota třetího stupně. 

144. Hlavní normála a Mnormála. 

Normálou čáry v bodě M nazýváme každou přímku, vede- 
nou bodem M kolmo k tečně MT; veškeré normály v bodě M 
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naplňuji nunoálnou roviuu tohoto bodu. Z normál jsou význačné 
dvě: hlavní normála a binonnála. 

Hlavní normálou nazýváme normálu spadající do oskulačni 
roviny, a binormálou onu, která jest kolmá k oskulačni rovině) 
terna MT, hlavní normála MN a binormála ML tvoří tedy tři na- 
vzájem kolmé přímky (obr. 40.)- 



Označíme-li směr hlavní 
normály 5, i?, T, a směr biuor- 
mály X, n, r. máme vzhledem ku 
rovnici (19) oskulačni roviny 
cosi 



(22) 



dy d a z — dz d*y 
COS fl 

dz d*x — dx d*z 



L(í.jt.rj 




T fet.fi. p 



^řf.y.5) 



dx ď l y — dy á 



± |/(dj ďz - dz ď'y)'' + {dz dH — dx dHý-\- (dx d*y — dy dH)* 
čímž stanoveny oba opačné směry binormály. 

Kolmost hlavní normály k tečně vyjadřuje rovnice 
dx cos | -f- dy cos jj + dz cos £ = 0, 
a okolnost, Že hlavní normála spadá do oskulačni roviny (19), 
vyjadřuje rovnice 

(dy d*z — dz d Q y) cos 5 + (dz d*x — dx d 3 z) cos ij 
+ (dx ď>y — dy d*x) cos ? = 0; 

z těchto dvou vzhledem ku cos §, cos 17, cos £ homogenních rov- 
nic plynou jich poměry 

cos ; : cos i? : cos C = A : B : O, 
kde 

A = dy(dx d q y — dy dtx) — dz(ds d^x — dx d^z), 
a B, C z této hodnoty vycházejí církulárnou permutací liter x, 
,y, z, t. j. tím, že tyto litery nahradíme resp. y, z,x a tyto pak 
literami z, x, y. 
Vzhledem k 

ds* = dx' 1 -f- dy" 1 -f- ds' 1 , 
z čehož differencováním 

ds d a s = dx ď 2 x -\- dy d^y + dz d-z, 
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možno A psáti 

A = dx {dy ď*y + ds d % s) — (dy* + dz 1 ) d*x = dx (ds d*s — dx d*x) 

— (ds' — dx*) d*x = ds(dx ď*s — ds tl*x) t 
a tedy 

dy . 



cos l : cos r; : cos C = d 



, de 



ds 

= d cos a ; d cos P : d cos 7, 
značíce opít «, ft 7 směr tečny. 

Tím nalezen směr hlavní normály a dán nejpohodlněji for- 
mulemi 

cos 5 cos íf cos i 

j dx j dy^ jf^_ 

ds ds 

1 



(23) 



Za příčinou úplnosti připomeňme formule (13), podávající 
směr tečny: 

cos a cos (i c os r 1 1 

~~dx~~ ~ty~~~dž~~ ±|/áí«+dy»-jT^ — ~ďš" 

145. Křivost čáry, poloměr zakřivení. 

Budiž MoM (obr. 41.) oblouk dané čáry; sestrojme ve všech 
jeho bodech tečny M^T,,, . . MT, a s. vytkněme určitý směr jich 
tím způsobem, že se týž shoduje se směrem přímky směřující 
od bodu dotyčného k hodu čáry nekonečně blízkému, vsak od 
M„ vzdálenějšímu. V pomocné kulové ploše opsané třeba kolem 
počátku O poloměrem 1 veďme ku všem těmto tečnám rovno- 
běžné poloměry O/*,,, . . Oj*. Koncové body fi,„ . . fi těchto poloměrů 
naplní sférickou čáru, jejiž oblouk are fi [i — a se zove absolutní 
křivostí oblouku are M„M = s dané čáry. 

Průměrnou křivostí 
oblouku M M soveme poměr 

— absolutní křivosti k délce 
s 

jeho. Křivostí čáry v bodě 

M eoveme limitu průměrně 

křivosti nekonečně malého 
oblouku MM', jehož jeden 
koncový bod jest M. 

Poloměrem křivosti K 



ffa-p-f) 
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dané žáry v bodě M zoveroe poloměr kružnice, jejíž křivost 
se rovná křivosti žáry v bodě M, a kružnice taková sloje krui- 
nicí zakřiveni; polohu její vytkneme později. 

Pokládáme-li M, za bod pevný, M za libovolný bod pro- 
měnný na čáře, jsou s a a proměnné hodnoty, závislé ovšem na 
proměnné, kterou stanovíme bod H. Dle definice máme pro kři- 
vost čáry v bodě M výraz 

,. áa ,.,. da 

hni —7- Cm -3— ' 



Differenciál dv sluje též kontin<jenční(ti úhlem žáry dané 
v bodě M. Differeneiály ds a do jsou vždy téhož znamení, neboť 
s rostoucím s roste také a; R pak jest vždy kladná hodnota. 

V případě, kdy daná čára jest rovinná,' jest sférická čára 
ři„fí obloukem největší kružnice na kouli, jímž tedy vyjadřujeme 
sklon těžen M„T„ a MT v míře obloukové ; z čehož patrno, že 
se v tomto případě nynější definice shodují s oněmi, jež jsme 
podali v žl. 126. pro žáry rovinné. 

Ostatně možno i křivost libovolné čáry definovati zcela 
analogicky jako křivost rovinné žáry. Budiž d$ = are MM' pří- 
růst oblouku s, a áa = are w*' příslušný přírůst oblouku <r, 
dále i sklon těžen MT a M'T', tedy i := f»0/»' , aneb v absolutní 
míře i = oblouku největší kružnice ni*' ; pak máme, znažíce 
are ft/ť oblouk sférické Žáry, 

í k ruhový obi, nn' kruhový obi, np' i*p' 

Jo ~~ are w' ^ are w' 

z čehož (či. 125.) 

lim 4- = 1. 

áa 

Máme tedy 



t. j. křivost čáry v bodě ft jest limita podílu sklonu tečny v bodě- 
M. s tečnou v nekonečně blízkém bodě M' k délce oblouku MM'. 



146. Výrazy pro poloměr zakřivení. 

Jscřn-li x. y, 2 pravoúhlé souřadnice bodu M, jest 



ds = \/dx* + dy' 1 -+- dn*. 

Značíme-li stále «, /S, y úhly sevřené tečnou MT a kladnými 
osami souřadnými, má poloměr v kouli Ofi tytéž sklony s osami ; 
položíme-li střed pomocné koule do počátku O, jsou tedy sou- 
řadnice bodu p patrné cos a, cos & cos / a tedy 

(24) da = \/{d cos a)" -j- (d cos /O 3 + (rf éoš7)» 
čímž nabýváme pro poloměr zakřivení výrazu 

(25) P - ^g+B g. 



V(4 s )*+(4')"+(4:)* 



Formuli té možno dáti takový tvar, že se v něm vyskytují 
jen differenciály souřadnic x, y, z\ především máme 

ti cos a = fl- r = cí Í1.-3- =^ dx^s , 

ds \ dsl ds rfs a ' 

, „ d 3 v , ď*s 

d cos Sz= -^ — dy 3-3 , 

r ds ds 2í 

. d fl if , ďs 

(í COS 7 = -j Bíti, 

' as aV 

a tedy 

*"= 51 [(«""*)* + Wř) 1 + («•**)«] - 2 g [<fe «■«* + <fr d*y + <** <!•*] 

čili (či. 144.) 



h(S)' í ". 



(26) dr = 5 |/(<i%)« + (ÍW+ W - W- 

Násobíme-li a dělíme-li hodnotou ds, obdržíme 
ÓV= gL l/as* [(d«a;)» + ((ř»y)« + (d a 2) fl ] - (ds d a s) a 

= 51 l/(^T% s T*T[(^) 1 + (<W -I- (d'2) 8 ! 

— (dxd*x + dyd^y + óa í"*)* 



aneb na základě známé totožnosti*) 

da = -j- a \/{dy d*z — dz (ž a y) a + {dz d"x — dxď?ž)*+ (dx d"y - ďy d 2 x)*. 

ds 
Tím nabýváme pro R = -y- formule, platné pro jakoukoli 

neodvisle proměnnou, 

(27)R= (iz< + d,J< + ,hV 

\/{dy tPg — dz d V) a + (<** <*"■£ — & x ď > z) i + (dx d*y—dy dH)' 1 

Vezmeme-li speciálně s za neodvisle proměnnou, jest (í"s:=0, 
a výrazy pro kontingentní úhel a poloměr zakřiveni se zjedno- 
duší na 

(28) *°=T$ y^W^WiíT+W^^ 

(29) R = _<W + dy* + dz*__ 

VW$* + WyT* + <*•*)» 

147. Souvislost dané čáry se sférickou. 

V 61. 145. jsme sestrojili čáru na kouli o poloměru 1 tím, 
že jsme k tečnám MT dané čáry vedli rovnoběžné poloměry O;* ; 
poloměry ty naplní kuželovou plochu o vrcholu O. O sférické 
čáře a o kuželi platí věta: 

Tečná rovina kuželové plochy podél hrany Op jest rovnoběžná 
s oskulacní rovinou dané čáry v bodě M, a tečna sférické čáry 
v bode ji jest rovnoběžná s hlavní nortnálou dané čáry v bodě M. 

Souřadnice bodu p, klademe-li střed koule do počátku O, 
byly cos a, cos /?, cos y, a tedy se mají směrné cos, tečny pr sfé- 
rické čáry k sobě jako 

d cos a : d cos (? : d cos y; 
vzhledem k (24) 

(d cos «) a -4- (d cos ft]r -4- (d cos y) 9 = ds 1 
jsou tedy cos. tečny n*: 

d cos « d cos (i d cos y 

~d7~' "ďí - "' ~~ dě~~' ■ 

to jsou ale dle formul (23) cos. hlavní normály MN dané Čáry, 
čímž dokázána rovno běžnost přímek pv a MN. 
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Tečná rovina kužele prochází přímkami Of*, /*> k nimž 
jsou přímky MT, resp. MN rovnoběžný; rovina těchto přímek, 
t. j. oskulační rovina dané čáry v bodě M jest tedy rovnoběžná 
s tečnou rovinou kužele podél hrany Oj* sestrojenou. 

Formule právě vytknuté 

,„„. „ d cos « d cos 8 .. d cos v 

(30) cos£ = — -, — , cos i? = — r— j cosT= — -; — - 

ds 
možno vzhledem k R = -=- psáti ve tvaru mnohdy užitečném 

,„.- , t, d cos a d cos 8 y. ^ d cos y 

(31) cos5 = R— -T- — , cosi7 = R— j — -, cos f = R — j— L 

aneb 

*? í? 4" 

cos£ = R — i — , cos v = R — t— , cos f = R ~j — 
ds ' ' ds ds 

Béřeme-li s za neodvisle proměnnou, tedy ds za stálou, 
možno je psáti 

(W\ ^jř — cos ž d a y cos J? d*# cos T 

{ J ds*— R ' ds í— R ' d**~ R 

148. Kružnice a střed zakřivení, přímka polárná. 

Buďte na dané čáře vytknuty tři body M, M', M" a veďme 
jimi kružnici ; blíží-li se na čáře body M', M" pevnému bodu M, 
blíži se tato kružnice určité limitní poloze, která se nazývá 
kružnici křivosti čáry č. oskulační kružnici v bodě M. Poněvadž 
původní kružnice jest v rovině M, M', M", jejíž limitní poloha 
oskulační rovina, jest i kružnice křivosti v rovině oskulační. 
Vedeme-li k tětivám MM' 
a M'M" kolmé roviny je rozpo- 
lující, obsahuje průsečnice GH 
(obr. 42.) těchto rovin střed se- 
strojené kružnice. Poněvadž li- 
mitní polohy spojnic MM' a M'M* 
jsou dvě sousední tečny, jest 
limitní poloha přímky GH patrně 
totožná s limitní polohou prů- 
sečnice dvou nekonečně blíz- 
kých norniálných rovin dané čáry. Obdržíme tedy střed kruž- 
nice zakřivení čili střed zakřivení dané čáry v bodě M jakožto 
průsečník oskulační roviny, normálně' roviny v bodě M a nor- 
málně roviny v bodě nekonečně blízkém. 
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Poloměr kružnice zakřivení ě. oskulnční se rovná poloměru 
zakřivení fáry v bodě M. 

Jsou-li totiž x, y, z pravoúhlé souřadnice bodu JI, a zna- 
čí-li «, 8, y opět úhly, které tvoří tečna v tomto bodě s klad- 
nými osami jest rovnice normálně roviny 

(X — x) cos « + (Y — y) cos & + (Z — g) cos y — ; 
hodnoty x, y, s, a, 8, y sluší pokládati za funkce jedné proměnné t. 
Označíme-li vzhledem k tomu levou stranu této rovnice V (t), jest 

V(ř) = 
rovnice normálně roviny v bodě M a 

V(í + Íí) = 
rovnice normálně roviny v bodě M* příslušném hodnotě t + M ; 
oběma rovnicemi jest vytčena průsečná přímka GH. Nahradíme-li 
druhou z nich rovnicí 

At 
vidíme, že limitní poloha přímky GH pro lili Jt = jest sta- 
novena rovnicemi 

v« = o, ^- = ' 

aneb rovnicemi 

V (0 = 0, áV(ť)=0, 
kde differencování se vztahuje k proměnné t. 
Avšak 

dV = (X — x) d cos a + (Y — y) d cos $ + (Z — z) d cos y 
— cos « dx — cos 8 dy — cos 7 ds ; 
vzhledem k formulím (13) a (30) 

dx = cos a ds, dy = cos $ ds, ťříf = cos y ds, 
d cos a = cos 5 tfffi d cos B = cos ij dff, d cos 7 — cos £ <iff, 
tedy máme 

dV = [(X — a:) cos | + (Y — y) cos 17 + (Z — #) cos í] <fo 
— (cos 1 « + cos' 1 3 -f cos 1 )■) ds, 
čili 

-—• = (X — x) cos | + (Y - y) cos ? + (Z - *) cos f - R. 

Souřadnice X, Y, Z středu křivosti hoví tedy rovnicím 
(X — x) cos « + (Y — y) cos jJ + (Z — z) cos 7 = 0, 
(X — x) cos i + (Y — y) cos /* + (Z — #) cos » = 0. 
(X — ir) cos 5 + (Y — y) cos q + (Z — «) cos f = R, 

E Wsjr, Pučel differencHlní. 23 



z nichž první jest rovnicí roviny normálné, druhá roviny osku- 

ďV 
lační a třetí rovnicí právě odvozenou -3— = 0. 

Uvážíme-li, že směry («, fS, y), (i, p, v), (!*, i?, C) jsou na- 
vzájem kolmý a že tedy platí mezi nimi známé relace, obdržíme 
násobením hořejších tří rovnic resp. cos «, cos i, cos šj, a sečtením 

X — x = R cos f , 
a obdobně 

Y — y = R cos ij, Z — = R cos f, 

au 

X = ;c + R cos !;, Y = y + R cos ij, Z =r s + R cos £, 
z čehož soudíme, Ěe přímka vedená od bodu M čáry ku středu na- 
křivení (X, Y, Z) má směr (f, ij, í) a délku R, jak bylo dokázati. 

Tím nalezen určitý směr (!;, ij, O hlavní normály, jenž byl 
v či. 147. formulemi (30) počtářsky definován, způsobem geo- 
metrickým : jest to směr přímky směřující od bodu M ku středu 
zakřivení. 

Limitní poloha přímky GH č. stručnčji průsečnice nor- 
málné roviny v bodě M s normálnou rovinou v bodě nekonečně 
blízkém jest patrně kolmice vztyčená ve středu zakřivení k ro- 
vině oskulační; ona obsahuje všecky póly kružnice zakřivení a 
sluje polárnou přímkou aneb osou kružnice zakřivení. Dána jest 

dV 
rovnicemi V z= 0, —5 — = 0, t. i. 
aa 

(X — x) cos a + (Y — y) cos § + (Z — *) cos }• = 0, 

(X — *) cos 5 + (T — V) cos V + (Z — #) cos í — R = 0, 

z nichž první náleží rovině normálné bodu M, a druhá patrně 

rovině kolmé k hlavní normále a procházející středem zakřivení. 

149. Torse i: druhá křivost. 

Odchylky směru posloupných tečen čáry vedly k pojmu 
křivosti; kdyby se směr tečny neměnil, tu snadno nahlédneme, 
že by Čára byla přímkou, a jest tedy čára proto křivou, že se 
směr tečny mění. 

Podobně vedou u čar prostorových odchylky směru oskut- 
lačníeh rovin, aneb, což jest totéž, odchylky směru posloupných 
binormál k pojmu novému, označenému názvem torse neb krouce- 
nosti neb i druhé křivosti; u čáry rovinné jest oskulační rovina 
ve všech bodech táž, a tedy se směr binormál y nemění, a na- 
opak ukážeme (81. 152.), že čára o stálém směru binormály jest 
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nutně rovinná, tak že Čára jest proto prostorová, č. lépe řečeno 
nerovinná. že binormála mění svůj směr. 

Budiž (obr. 43.) 
M g M oblouk dané čá- 
ry. M,T,. . . MT tečny 
v jeho bodech, jichž 
směry vytčeny způ- 
sobem naznačeným 
v či. 145., a M.L., . . 
ML binonnály, ve- 
dené jedním neb dru- 
hým směrem, spada- 
jícím do těchto pří- 
mek. V pomocné kouli Obr. 43. 
o poloměru 1 a středu 

O veďme k těmto binorniálám rovnoběžné poloměry Om , . . Om; 
jich koncové body »»«, • . m naplní druhou sférickou čáru, a 
délku oblouku are m n i» = t této Ěáry nazýváme torsi n. druhou kři- 
vostí oblouku M„M dané čáry. 

Průměrnou neb střední torsi oblouku M„M eovetne podíl — 

z absolutní torse a s délky jeho s = are M M; konečně torsi dané 
čáry v bodě M nazýváme limitu střední torse nekoneěně mdlého 
oblouku MM', jehož jeden koncový bod jest v M. 

Jest-li tedy M'L' binormála v bodě M' a Ow' poloměr rovno- 
běžný s nf , a klademe- li are MM' = As, are mm' = <4t, jest torse 
v bodě M 

.. Ji dz 

1"» -rr = -jr- 



Poloměrem torse T jest poloměr kružnice, jejíž křivost se 

rovná torsi. tak Že 

J_ — JÍL t — ds ' 
T — ds ' th ' 

hodnota T jest kladná, poněvadž s rostoucím s patrně roste 
také t. 

Differenciál di oblouku druhé sférické čáry sluje kontin- 
genčním úhlem vzhledem k druhé křivosti aneb úhlem torse. 

Značíme ■ li j sklon binormál ML a M'L', snadno nahlédneme 
(či. 145.). že 



1 



ds 
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tak že pří limitováni mošno za uhel torse vžiti sklon soused- 
ních binormál. 

Volíine-H za střed O pomocné kulové plochy počátek pravo- 
úhlých souřadnic, jsou souřadnice bodu m 
cos i, cos /t, cos », 
značí-li 1, p, t úhly binonnály skladnými osami; jest tedy 
differenciál oblouku i tímto hodem vytvořeného 

d» = |/'(d cos i) a + (d cos fi) a + (d cos *)*. 
Hodnoty cos *, cos p, cos » jsme vyjádřili souřadnicemi 
x, y. z \ 8L 144. a týmž způsobem i ds; možno tedy i T vyjádřiti 
souřadnicemi, což dole provedeme (či. 152.) předeslavše t. z. for- 
mule Frenetovy. 

150. Vlastnosti obou sférických car. 

Tečna tun druhé sférické čáry v bodě m jest též rovnoběSna 
s hlavní normálou dané čáry MN, a tedy i rovnoběžná s tečnou pv 
první sférické čáry v bodě p; připomeňme, že body /< a m kor- 
respondují bodu M tím způsobem, že poloměry Op, Om jsou 
resp. rovnoběžný s tečnou MT a s binormálou ML dané Čáry, 

V Či. 147. jsme již ukázali, že tečná rovina kužele vytvoře- 
ného poloměrem O/* jest rovnoběžná s oskulačni rovinou TMN; 
tečna pr sférické čáry prvni jest ovšem kolmá k poloměru O/* 
a obsažena v tečné rovině kužele, jest tedy rovnoběžná s přímkou 
kolmou k MT a obsaženou v oskulačni rovině čáry, t. j. rovno- 
běžná s hlavni normálou MN. 

Poloměr Om rovnoběžný s binormálou ML opíše druhý kužel, 
procházející ovšem druhou sférickou čarou m^m ; a poněvadž 
binormála jest kolmá k oskulačni rovině, jsou hrany Om tohoto 
kužele kolmý k tečným rovinám o/" 1 prvního kužele, t. j. druhý 
kužel jest supplementárný k prvnímu. Z toho ale jde, Že i první 
jest supplementárný k druhému ; jevf se totiž hrana prvního 
kužele jakožto průsečnice dvou nekonečně blízkých tečných 
rovin jeho, k nimž kolmice jsou hrany druhého kužele, stano- 
vící tečnou rovinu tohoto, z čehož jde kolmost hrany Op prvního 
kužele k tečné rovině Omn druhého. 

Tečna uv jest kolmá k poloměru (V a k přímce Om, po- 
něvadž tato jest kolmá k rovině Op*; jest tedy tečna pr kolmá 
k rovině Opm. Obdobně jest tečna druhé sférické čáry m» kolmá 
k poloměru Om a k přímce Op, poněvadž tato jest kolmá k ro- 



viuě Oiwm; jest tedy tečna mn také kolmá k rovině 0/tř». Z toho 
jde, že tečny obou sférických čar fi» a mn jsou rovnoběžný. 

Směr MT tečny byl (či. 145.) určitě definován jakožto směr, 
v němž oblouku s = are M B M přibývá, a týž směr má poloměr 
O/i; jeho koncový bod ft vytvoří první sférickou Čáru, a tečna 
pv této čáry ve směru rostoucího oblouku a := are n u sestrojená 
jest rovnoběžná s hlavní normálou MN, jejíž směr jsme (či. 148.) 
určitě vytknuli jakožto směr přímky směřující od bodu M ku 
středu kružnice oskulační. Směr binonnály ML jest dosud dvojí, 
tak Že poloměry s ním rovnoběžné v pomocné kouli jsou dva 
Oím a Om,, jich koncové body m a m, vytvoří spojitě dvě sfé- 
rické čáry, vzhledem ku středu O symmetrické, jichž tečny mn, 
»»,», v korrespondujících bodech jsou rovnoběžný, ale patrné 
opačných směrů; tečny ty orientujeme opět ve směru rostoucího 
oblouku t = are m„m, resp. i = are m 01 m l . Jedna z těchto tečen 
má tedy vzhledem k předchozí větě týž směr jako hlavní normála 
MN, řekněme tečna mn čáry m m. 

Pak prohlásíme směr Om za určitý směr binormály, a s ním 
souhlasně tedy vedeme binormálu ML*). 

Rovnoběžnost tečen pr a mn vychází také počtem snadno. 
Máme především relace 

._„> I cos « d cos « + cos (i d cos § -4- cos y d cos y = 0, 

*■ ' | cos ). d cos « -4- cos ft d cos $ + cos » d cos y = 0, 
které vzhledem k úměře 

cos ; : cos i? : cos f = d cos a : d cos § : d cos y 
prostě vyjadřují, že tečna a binormála jsou kolmý ku hlavní 
normále. Přihlížejíce k druhé relaci obdržíme differencováním 
rovnic 

COS a COS í + COS § COS ft H- cos y COS P = 0, 
COS a 1 + COS* ft -4- cos" » = 1 

ihned 

„ ... í cos « d cos A + cos /S d cos ;* -4- cos y d cos * = 0, 
| cos l d cos i + cos fí d cos fi + cos * d cos v = 0. 

Rovnice (33) stanoví poměry d cos « : d cos /S : d cos j* f a 
rovnice (34) poměry d cos i. : d cos ;* : d cos #; poněvadž jsou 
koefficienty v (33) tytéž jako v (34), jsou i ony poměry stejné, 
t. j. 

.„ . d cos X d cos fi d cos * 

*" d cos « d cos /3 d cos j< ' 

*) O vzájemné poloze tři přimele MT. MN, ML tak definovaných ar. aukto- 
rovu „Notiz zuř Theoric der Raumwirven", Monatshefte fiir Math. u. Physik, 1894. 
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čímž rovnoběžnost tečen obou sférických čar dokázána; jsout 
totiž cos. úhlů tečny fi* úměrný d cos «, d cos (J, d cos y a úhlů 
tečny mn úměrný d cos A, d cos /i, d coa ». 

Za učiněné volby směru bin,ormály se směr (!;, 17, i) hlavní 
normály shoduje se směry obou tečen u* a mn, t. j. platí for- 
mule 

„ d cos a d cos 1 

COS í = — j — = — -, 

do dr 

d cos ti 

: di ' 
t — é cos y c os z 

(fa dt 

z nichž patrno, že poměry v (35) jsou kladné, majíce hodnotu 

-5—, tak že 
da 

.„ . d cos 1 d cos jt d cos v' d% it 

d cos a d cos fř d cos / d<r T 

151- Formule Frenetovy. 

Formule ty shrnují a doplňují dosavadní výsledky odvozené 
o tečně, hlavní normále, binormále, křivosti a torsi. 

Znafií-li jako dosud x, y, z pravoúhlé souřadnice bodu dané 
čáry, «, (i, y úhly tečny, f, ij, f úhly hlavní normály, A, p, v úhly 
binormály s kladnými osami souřadnými, při čemž tyto tři 
směry vytčeny určitým způsobem, vytknutým v předešlém 
článku, konečně ds. da, ďz differenciál oblouku dané čáry, úhel 
kontingenční a úhel torse, tedy jsme nalezli 

(37) dx — ds cos a, dy = ds cos £, ds =■ ds cos y, 

(38) d cos « := cos š da, d cos p — cos 17 da, d cos y = cos % da, 

(39) d cos A = cos § <fe, d cos j* = cos i} dr, d cos * = cos £ di. 
Abychom obdobně vyjádřili diflerenciály hodnot cos E, cos jj, 

cos í, differencujme relaci 

cos 1 I =1 1 — cos 3 a — cos a A, 
jejíž správnost jest patrná vzhledem k tomu, že «, |, A jsou úhly. 
které uzavírá směr 0% s třemi navzájem kolmými přímkami 
MT, MN a ML ; tím obdržíme 

cos í d cos £ — — cos a d cos a — cos A d cos A, 
aneb vzhledem k (38) a (39): 

d cos ^ — — cos a der — cos A dt. 
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Obdobné dvě relace plynou permutováním liter, čímž máme 
rovnice 

Id cos í =: — cos a da — cos í dx y 
d cos 17 = — cos (J da — cos n dt, 
d cos £ = — cos y dff — cos * d%. 
Formulemi (37), (38), (39) a (40) jsou dx, dy, dz a differen- 
ciály devíti cosinů úhlů a, § ... r vyjádřeny týmiž cos. a dif- 
ferenciály ds, da, dt. Ostatně" máme 
(41) ds = R da = T dt, 

což dovoluje nahraditi v předchozích formulích da & dt diffe- 
renciálem oblouku ds za pomoci R a T. 
Z rovnic (40) plyne 



|/(d cos E) v + (d cos íí)" +(dooBO , = |/** + **; 
výraz ten možno geometricky vyložiti jakožto differenciál oblouku 
třetí Čáry sférické, jež vzniká na pomocné kouli tím, že vedeme 
v ni poloměry rovnoběžně s hlavními normálami dané čáry. 
Formule v tomto článku vytknuté se označují jako formule 
Frenetovy ; že jich možno výhodně užiti při studiu čar, ukážeme 
některými příklady. 

152. Jíékteré applikaee formnl Frenetovýcta. 

Na prvním místě applikujme tyto formule na vyjádření 
poloměru torse T jakožto funkce souřadnic pravoúhlých. 

K tomu cíli připomeňme, že směr binormály L (i, j*, *) kolmý 
k směru tečny T («, §, y) a k směru hlavní normály N (f, 7, f) 
jest dán formulemi známými z analytické geometrie prostoru 
cos 1 = + (cos § cos C — COS y cos »?), 
cos n = + (cos y cos I — COS « COS Oi 
COS * = + (cos « COS ř) — COS /9 cos I), 
kde platí na právo veskrze znamení +, mají-li směry T, N, L 
touž vzájemnou polohu jako kladné osy $, y, z, a znamení — 
v případě, kdy mají druhou možnou vzájemnou polohu. 
Vzhledem k (37) a (38) tedy máme 
, , Idy d cos y _ dz_ d cos A 

— \ds da ds da J 

— dsda\ * ds ds f — ds da ds 1 
. -r. dy d*B — ds ď*y 



a obdobné výrazy pro cos ;*, cos v, z nichž plyne 

-5- cos i =: + (dy d*z — dz d a yf, 

-^- cos p = + (de d*x — dx d 2 z), 

-=- cos v = i (ii# d a y — dy d 3 %). 

Differencováním těchto rovnic máme vzhledem k formnlím 
(39) a (41) v předchozím článku. 






cos * + ť 



s š = + (dy d s z — dg rf 8 j 



: + (dz d"x — dx d**% 



RT 



cos f =: + («# o 



'/ d 3 x), 



a násobíme-li tyto rovnice resp. následujícími třemi 

ds 1 ř , , d cos « , , <fcc ,„ d s s , 

-^ cos ? = as da — , — =.dsa^r- = d*x =- «#, 

R. a<r ds as 



-=- cos r = d*s — j- dz, 
li as 

obdržíme sečtením výsledních rovnic: 

ds Q 
=- 7j -= = + [(dy d*z — ds d"y) d^x -\- (dz d*x — dx d*s) ď l y 

+ {dx d 3 y — dy d 3 x) d^z), 
z čehož konečně, nahradíme-li -n-^ hodnotou danou formulí (27) 
v či. 146.. 
(42) T = 

(dy d a s — dz ď tt y) a + (dz d*x — dx d a s) a + ( dx d^y — dy d*x)* 
— (dy ďz — dz d 3 y) ď*x + (ds d 3 x — dx d 3 z) d^y + (dx d'y — dy d 3 x) AH 
kde jmenovatel možno psáti ve tvaru determinantu 
ďx, d^y, d*z 
á = Ax, dy, dz 
d x x, d s y, d*z 
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Ve formuli (42) pro T nutno z dvojího znamení + vzíti ovšem 
ono, jež podává pro T hodnotu kladnou; platí tedy znamení + 
souhlasně si^O. Avšak na začátku tohoto článku jsme již 
upozornili, že platí znamení + souhlasně s tím, že směry T, N, L 
mají neb nemají osovou vzájemnou polohu; tím vychází. Se tečna, 
hlavni normála a binormála, jichĚ směry byly v él. 150. přesně defi- 
novány, mají neb nemají osovou polohu souhlasně s a > neb A ■< 0. 

Jest pozoruhodné, že poloměr torse T se jeví jako výraz 
racionálny v diferenciálech souřadnic. 

čáry, jichž torse ve všech bodech jest nullová, t. j. pro 
něž platí 7p = 0, jsou charakterisovány rovnicí .4z=0; zvo- 

líme-li x za neodvisle proměnnou, máme d^x = 0, d s x = 0a tato 
rovnice pak jest 

ďy tlH — d*y d*z = 0, 
což možno nahraditi rovnicí 



d*t 
která ukazuje, že podíl -p- se rovná nějaké stálé B, tak že 

* dx i dx" 

derivace hodnot -4- a B -,- jsou tedy stejné a tudíž rozdíl oněch 
hodnot stálý 

|=e| + A čili dz = A dx + B dy. 

Hodnota z mající týž differenciál jako A* + By se od této 
hodnoty různf o stálou, t. j. 

m = Áx + By + C, 
což dokazuje, že čára jest v rovině touto rovnicí stanovené. 

čára o nullové torsi jest tedy rovinná, jakož jsme již 
v 81. 149. napověděli. 

Že čára o míliové křivosti jest nutně přímka, vychází ihned 
z d?' = 0, čili 

(<* cos *) a + (d cos (I)' + (d cos 7 ) 3 = 0. 
■což vymáhá, aby každý differenciál o sobě se rovnal nulle, aby 



tedy cos «, cos & cos 7 byly stálé, čili -5-1 -=jj -r- byly stálé. 
Pak ale dělením máme 

dx dy , 

As * " as '■ ' 
kde a, b jsou stálé, což možno psáti 

d (x — ae) = 0, d (y — be) — 0, 
odkud 

x — as = a, , y — bs = 6, , 
Čili 

X = as -f- o, , y = ďí + i, , 
rovnice přímky. 

Jakožto další applikaci podejme důkaz věty Bertrandovy: 
Čára, v nís~ poměr obou křivostí jest stálý, jest Šroubovice. 
Požadavek 

li , .... dr , 

kde k jest onen stálý poměr, můžeme dle formul (36) psáti 
d cos X d cos ft d cos v . 

d cos it d cos {t d cos 7 ' 

Čili 

<ž (cos i. — k cos «) = 0, d (cos /i — k cos (9) = 0, 
d (cos * — k cos 7) = 0, 
z Čehož soudíme, že 

cos ). — k cos « = e,, 
cos jt ■ — A cos £ = t^, . 
cos» — i cos 7 = c 3 , 
kde c,, « 2 , c a značí stálé. Zmocněním a sečtením obdržíme 

1 +£ 1! = c 1 !t + c 2 2 + c, a ; 
můžeme tedy položiti 

c, = |/l + i 2 cos i', C a = |/l + # 2 COS //', 
c 3 = l/T+ A 5 " cos*', 
kde A', /, p' značí pevný směr. Tím poslední rovnice možno 
psáti ve tvaru 

cos A = A cos « + |/l + A a cos 1', 

cos ;» = i cos /3 + |/l + £ 2 eos/«', 

cos r = k cos 7 + |/l + & 2 cos V. 

Sečtením čtverců těchto tří rovnic obdržíme 

k 

COS a COS '/.' + COS |S COS p' + COS 7 COS / — 



l/l + fc* 



Uzavírá tedy tečna s jistým pevným směrem {i\ jť, *') stálý 
úhel; vedeme-li čarou válec, jehož hrany mají směr (!', p', »*), 
tu tečna čáry uzavírá s jeho hranami stalý úhel a jest tedy čára 
Šroubovicí, ovšem na válci jinak libovolném. 

Není nesnadné dokázati i opak, že totiž u každé šroubovice 
jest poměr obou křivostí stálý. 

Budiž dána šroubovice, t. j. čára na libovolném válci, jejíž 
tečna uzavírá s jeho hranami stálý úhel. Volme osu Qz rovno- 
běžně k hranám válce; jest pak úhel y stálý, a z rovnice 

ds 
^- = cos ř 

soudíme d {z — s cos y) := 0, a tedy z — s cos y = stálé ; měří- 
me-li oblouk s Šroubovice od bodu, v němž proniká rovinu Oxy, 
jest s = při z = 0, a tedy ona stálá = 0, t. j. 
z = s cos y. 
Vyjádřiine-li souřadnice bodu šroubovice jakožto funkce 
oblouku s, máme obecnou šroubovicí stanovenu rovnicemi 

x — /O), V = «F O), £ = ks, 
kdež psáno k místo cos y ; vzhledem h 

dx % + dy* + dg* = ds' 1 
jsou funkce f a y vázány diferenciálnou relaci 
/(s) a + *'(«)« = 1 - fc fl . 
Směr hlavní normály jest stanoven proporcí 
dy_ ds 
ds ' ds 

d*x ď 3 y t d*g 

ds" ' ds' 1 ' ds* ' 

vzhledem k -^- = soudíme, Že cos C = 0, t. j. že hlavní nor- 
mála jest kolmá k hraně válce, a tedy i kolmá k válci, t. j. k jeho 
tečné rovině. 

Binormála jest kolmá k hlavní normále, t. j. k normále válce, 
a nalézá se tedy v tečné rovině válce, jsouc arci kolmá k tečně 
šroubovice; z toho ale jde ihned, že binormála uzavírá s hranou 
neb osou z stálý úhel *■, jehož cos jest ±_ [/\ — k' 1 . Formule 
Frenetova (40) 

d cos £ = — cos y da — cos v di, 



d cos £ cos y cos * 

~~dT~ — K T 

tedy podává, vzhledem ku cos {" = 0, 
R cos? 



T cos* ±\/\—V ' 

kde ve jmenovateli nutno vzíti znamení minus. Poměr R : T jest 
tedy u Šroubovice v skutku stálý. 

Připojme, že také u obecné Šroubovice roste z úměrně 
s délkou s, oblouku základní čáry obsažené v rovině Oxy, po- 
čítáme-li tuto délku od proniku šroubovice s rovinou Oxy; 
máme totiž 

ds," = dx* + dy* = [/(«)" + <p'(s) a ] <&• = (1 — it a ) ds* 
a tedy 

'ds t = l/T^&~dš = K 1 — & IJ &, 
z čehož 



díz— -, _ " ,.; p,)-U: 



KT"- 

jest tedy rozdíl z — — = s, stálý, a s. nnllou, poněvadž 

pro z = také s, = 0. Tím v skutku nalézáme 



153. Šroubovice na rotačním válci. 

Jakožto příklad uvažujme obyčejnou šroubovici, t. j. šrou- 
bovici na rotačním válci; souřadnice jejího bodu možno vyjá- 
dřiti formulemi (či. 140.) 

x = a cos /, y — a sin t, z = amt, 
kde o, m, t mají známý geometrický význam. 
Differencováním máme 

dx = — a sin ť dt, dy = a cos ť <íť, ar = o »í dí, 

a tedy 

ds = V dx* + dy* + dz> = a [/ 1 + m 1 dt, 

sin i „ cos t 

cos jS = - 



J/l+m 8 1/ 1 + m' 

cos j- = - , .- == - ' 

l/l +ÍÍÍ 2 



— 365 — 
tečna svírá tedy s osou z čili s hranami válce stálý úhel j-, jehož 



cos. jest Čili cos í-ň 9>)i a tedy onen stálý úhel-„ <p. 

Označfme-li jej <j> a , máme stručněji 

(43) cos a = — sin q> sin t, cos = sin tp„ cos ř, 

cos y = cos <p a - 
Differencovánim těchto rovnic máme 

cos 5 do := — sin q-, cos t dt, 
cos i? (ío- ^ — sin <p„ sin ť dť, 
cos £ dff = 0, 
odkud sečtením čtverců a odmocněním 

(44) dff = sin <ji, (M 
a tedy 

(45) cos ; = — cos ř, cos r t = — sin ř, cos f = 0, 
a dále 

. . p As q cosec g> dt *L.^_ 

d& sin(ji(,dť sin*»j)„ 

Předposlední formule ukazují, že hlavní normála splývá 
s kolmicí vedenou bodem šroubovice k ose válce, a poslední, že 
poloměr zakřivení jest stálý ; vzhledem k R sin qp„ sin <p a = a 
jest jeho sestrojení na snadě. 

Differencovánim výrazů pro cos í, cos j?, cos f odvozených 
máme 

cos a do -\- cos Xdr = — sin t dt, 
cos Č Aa + cos /* dt = cos t dt, 
cos y da + cos * á* = 0, 
odkud vzhledem k (43) a (44) 

cos i. dt = — cos 1 qp n sin ť rfí, 
cos /* dr = cos* (ji cos t dt, 
COS »(Ít = — COS IP,, SÍn<JJ„ dt; 
sečtením Čtverců a odmocněním 

(47) dt — cos qo u dt 
a tudíž 

(48) cos X = — cos qfft sin t, cos /i =: cos <p cos ř, 

CQSť = - sin <£„, 
a konečně 

(49) T =■$- = -. "- 

ar sin(f n COS qr„ 



Předposlední formule ukazuji, že tvoři binormála s osou 
g, Čili oskulační rovina se základnou válce stálý úhel, a poslední, 
Že i poloměr torse jest stálý. 

Není nesnadné dokázati větu Puiseux-ovu, že ěronbovice 
na rotačním válci jest jediná čára, v níž oba poloměry zakřivení 
jsou stálé*); důkaz ten však pomíjíme, nechtíce tuto kapitolu 
příliš rozváděti. 



•) Stru, Calcul diff&eatiel, 4» éd., pag. 445. 



Kapitola XI. 
Theorie křivosti ploch. 



154. Theorém Meusnierův. 

Křivost plochy v daném bodě můžeme posuzovati buď tím, 
že máme na mysli křivost všech Čar oním bodem na ploše ve- 
dených, aneb že ji definujeme jakožto veličinu závislou na změně 
směru tečné roviny neb normály v sousedství uvažovaného bodu. 
Stanovisko druhé zaujímá Gauss svojí mírou křivostí, stanovisko 
první vystihují theorémy Meusnierův a Eulerův, které nejdříve 
odvodíme. 

Budiž x, y, g bod plochy daué rovnicí 

f=/(x,JF), 

a označme první a druhé derivace funkce z neodvisle proměn- 
ných x, y způsobem již vytknutým 

__ de __ 3g _ V* _ 3% 3 3 z 

P ~ dx> q ~ Dy' r ~Zx*' a — ^x^ý ay a ; 

derivace ty pokládáme pro všecky uvarované hodnoty x, y za 
určité a za spojité. Při tomto označení máme 
(1) dz =pdx + qdy, 

dp = r dx + s dy, \ ,T 

dq = s dx + t dy. 

Bodem M (%, y, g) naší plochy 
buď na ní vedena libovolná Čára. jt>- 
jíž tečna jest MT a hlavní normála 
MN (obr. 44.), směřující od M ku 
středu zakřivení ; konečně označme 
IK normálu plochy v bodě M. 

Sklony tečny MT s kladnými 
osami označme zase a, /9, 7, a sklony 



(2) 




hlavní normály f, i?, £", poloměr zakřivení dané Cáry R, a <r to- 
tální křivost jejího oblouku AM, měřeného od libovolného bodu 
A. Cáry. 

ds 
Pak R = -=— a tedy ds = R tř<r, čímž 

(3) dx = R ťřff cos «, <fy = R dff cos £, £Í2 = R dff cos y, 

(4) (í cos a = do cos í, (í cos B = do cos 17, (Ž cos y = (ž<x cos £. 
Dle ČI. 140. mají cos. úhlů sevřených normálou plochy a 

kladnými osami poměry — p : — 2:1, a jsou tedy tyto cos. 



|/1+J> a + S a l/l+P a + 2 a l/l +*■ + *■ 
kde odmocninu možno vzíti s libovolným znamením : volíce 
však určité znamení, vytkneme určitý směr normály, řekněme 
třeba MK. 

Značí-li # sklon směrů MN a MK, tak že * jest v inter- 
vallu (0 . . »), máme 

cos C — P cos i — 2 cos 17 

cos $■ = * = ±^ --1 

|/l +P* + 2 a 
z Čehož násobíce d<r a přihlížejíce k (4) 

d cos v — p d cos a — ad cos 8 

(5) do cos & = — . ~ ^=^ -■ 

|/l +** + «' 
Úhly a, £ y jsou vázány tím, že směr tečny MT jest kolmý 
k směru normály MR, což podává 

(6) cos y = p cos a -\- q cos (?; 

totéž plyne z (1), vložíme-li za dx, dy, dz hodnoty (3), a obdobně 
plynou z (2) relace 

I dp = R dn(r cos a + s cos 8), 

I dg = R tfffO cos « + t cos /9). 

Differencujeme-li (6) pro přemístění na dané Čáře, máme 
d cos y = p d cos « + q d cos /S + cos « tip + cos / rfg, 
z čehož, nahradíce dp, dq jich hodnotami (7), 
á cos 7 — j» d cos « — 2 d cos = R d o (r cos* a + 2s cos a cos £ 

+ ÍCOS 1 8); 
vložením této hodnoty do (5) konečné obdržíme 



r81 _JL= Ki+f' + g* 

COS # ř COS* a + 2í COS a COS £ + ť cos 1 



Tato pozoruhodná formule ukazuje, že poloměr zakřivení 
Ti čáry vedené na dané ploše daným bodem závisí jen na směru 
její tečny a na sklonu & její hlavní normály a normály 
plodné; jsou totiž parciálně derivace p, . . t v daném bodě 
plochy určité hodnoty. 

Vzhledem k tomu, že R jest kladné, shoduje se znamení 
cos # se znamením pravé strany a jest tedy pro všecky čáry 
o společné tečně MT totéž, t. j. hlavní normály všech čar na ploše, 
dotýkajících se téže tečny, jsou po téže straně tečné roviny. 

Vedeme-li v bodě M oskulační rovinu dané čáry, protne 
tato plochu v řezu, který má patrně také hlavní normálu MN 
a tudíž dle (8) týž poloměr zakřiveni R jako daná čára. Stačí 
tedy studovati poloměry zakřivení všech rovinných řezů plochy 
bodem M vedených. 

Veďme tečnou MT normálný řez, t. j. protněme plochu 
normálnou rovinu TMK, a označme R„ poloměr zakřivení tohoto 
řezu ; pro tento řez splývá hlavní normála bud s MK neb s MI 
a jest tedy & buď neb w, tak že (8) podává 



(9) J^. |/1 + P* + ť 

+ 1 r cos* « + 2s cos « cos (i + t cos 1 § 
a tedy 

(10) li = + R cos <?, 

kde na právo jest znamení + souhlasné s & 2^ -?p 
Rovnice (10) vyjadřuje theorém Meusnierův: 
Poloměr zakřivení čáry, vedené na dané ploše, se rovná sou- 
činu s poloměru zakřivení normálného řezu vedeného tečnou Čáry a 
z cosinu úhlu, který tvoří rovina tohoto řezu s oskulační rovinou 
Sáry, 

Jeví se tedy R jakožto pravoúhlý průmět délky R,„ tak že 
patrně platí výrok: 

Sestrojíme- li kulovou plochu, jež má společný střed a poloměr 
s kružnicí křivosti ncrmáh.élo řezu nějaké plechy, prolnou roviny, 
vedené tečnou tohoto řezu, kulovou phxhu v mďých kruzích, jež 
budou kružnicemi křivosti řezů plochy oněmi rovinami vytknutých. 
Dle této věty stačí prostudovati poloměry křivosti všech 
normálných řezů plochy daným její bodem vedených, abychom 
nabyli názoru na poloměry zakřivení všech Čar vůbec na ploše 
oním bodem vedených. 



370 - 



155. Křivost normálných řezů; theorém Eulerův. 

Poloměr zakřivení R„ normálného řezu vedeného tečnou 
o směru (a, 0, y) plochy byl dán formulí (9), v níž R n jest hod- 
nota kladná a v níž ve jmenovateli v levo nutno psáti + 1, 
shoduje-li se směr hlavní normály tohoto řezu se směrem nor- 
mály plochy MK určitě voleným, a — 1, jsou-li tyto dva směry 



UČiníme-li tedy sjednání, že značíme literou R poloměr 
zakřivení normálnélio řezu vedeného tečnou MT a s. vzatý 
kladně, resp. záporně, dle toho, shoduje-li se směr hlavní nor- 
mály řezu se směrem voleným normály plochy neb ne, máme 
patrně + R„ = R a tedy 



R = 



1/1+f+g' 



r C0S' J « + 2s COS a COS {S -\- t CosV 
Abychom snadněji vyšetřili, jakým způsobem se mění R, 
zaujíiná-li tečna MT všech možných poloh, položme počátek 
souřadnic do bodu M, t. j. předpokládejme x — y = z = 0, a 
zvolme tečnou rovinu v bodě M za rovinu xy, a tedy normálu 
plochy za osu z (obr. 45.)- 

Při této poloze musí rovnice tečné roviny 
Z = pX + <*Y 
přejíti do Z = 0, t. j. musí p = 0, £ = 0. 

Za směr normály plochy volme n. p. kl adno u o su g , t. j. 
směr o cosinech 0, 0, 
pak máme 

R = 



vymáhá \/ 1 + p* + ? * =1; 




+ 2s cos a cos f? + t c°s' J 

Tečna MT se nyní nalézá v ro- 
vině xy a platí tndíž — omezime-li se 
na hodnoty « intervallu (0 . . a), jimiž 
všecky tečny vyčerpáme — 

cos /9 := sin «, y = — < 
čímž 



R=- 



1 



r cos-rt + 2s cos « sin « + t sin' J c 
eb, zavedeme-li úhel 2re. 
1 



- cos 2« + s sin 2« 
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Značíme-li 2té,, pomocný úhel obsažený v mezích a jt 
a hovící požadavku 

« = r - S ^- *K 2ft « > 
a nahradíme-li v poslední formuli s touto hodnotou, obdržíme 
R ve tvaru 

R = - 



r + t r — l cos 2 (<* - o 
— j- + — 2 cos 2a, 

i vzhledem k 



1 



-=|/T + tg«2 au = 



V-- 



do tvaru 

(12) 



kde odmocnině ys'' + I — ~— 1 nutno dáti znamení podílu hodnot 

— ň — a COs2<v 

Formule (12) ukazuje, že K nabývá extremních hodnot pro 
úhly « činící 

coa2(« - «„) = +!. 
t. j. pro úhly 

«=«. + *£, 

kde i značí číslo celistvé. Avšak dvě hodnoty « lišící se o ná- 
sobek « dávají touž tečnu MT; jsou tedy hodnotami 

* = «... " = "n + -g 
vyčerpány úhly vedoucí k extremním hodnotám R, a zároveň 
patrno, že příslušné normálně řezy jsou k sobě kolmý V jednom 
z těchto řezů jest R maximem, v druhém minimem, jakož ještě 
shledáme; řezy ty slují hlavními řezy plochy v bodě M a jich 
poloměry R hlavními poloměry sakřiveni v tomto bodě.. 

V této úvaze jsme předpokládali, že s a r — t nejsou 
současně nullami; neboť v případě 5 = 0, r = t není úhel «„ 
určen. V tom případě podává formule (11) přímo 

B=J-, 
r 
a jsou tedy poloměry zakřivení všech normálných řezů stejné, 
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tak že možno každé dva k sobě kolmé takové řezy pokládati 
za hlavní. Bod plochy, pro nějž tento případ nastává, sluje 
bodem kruhovým č. bodem sférického zakřivení (ombilic, Kreispunkt, 
Nabelpunkt). 

Za příčinou zjednodušení úvahy volme roviny hlavních 
řezu za roviny souřadné sx a zy, tak že u = a tedy s = 0, 
čímž (11) přejde do 

rcos a « + ísin*rt ' 
aneb 

(13) ^- = rcos 2 a + řsin a «. 

Označme B,, B^ poloměry zakřivení hlavních řezů rovinami 

sx a zy vytknutých; poslední formule pro a = 0, «=-- podává 

W,= r ' E7 = '' 
čímž možno (13) psáti 
,, ,, 1 cos-« , sin 2 « 

(U) E=-ET + "ET"' 

což jest formule Kulérová; ona vyjadřuje poloměr zakřivení B 
libovolného řezu normálného pomocí hlavních poloměrů zakřivení 
B n B a a pomocí sklonu « roviny řezu B s rovinou řezu R,. 

156. Průběh hodnot K. 

Přihlédněme k průběhu hodnoty B, mční-li se normáluý 
řez, zaujímaje všech poloh, t.j. nabývá-li a všech hodnot od Odow. 

Předpokládejme nejprve, že hlavní poloměry zakřivení E, 
a Ba jsou stejně označeny, t. j. hlavní normály obou hlavních 
řezň téhož směru ; možno pak vždy B, a B, předpokládati 
kladné, neb jinak by stačilo zaměniti směr kladné osy z za 
opačný. Mějme R, < Ej a pišme (14) 



R E, \U t fi a J 



Tu jest patrné, že B má vždy kladné znamení, že tedy 
všecky normálně řezy a tedy i plocha jest v sousedství uvažo- 
vaného bodu po jedné straně tečné roviny č. že jest vypoukle 
r>/pov.Má neb vyduiě vydutá v onom bodě ; dále vidíme, že B roste 
od minima B, do maxima B^, roste-li a od do -=-, a že pak mu 



ubývá od Bj doB,, roste-li « od -5- 



don 
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Předpokládejme, za druhé, že R, a K„ jsou různě označeny, 
třeba Ei kladně, a položme 

R,= - R, tg»« n , 
kde pomocný úhel « můžeme předpokládati v mezích 0'a|; 
tím (14) nabývá tvaru 

1 sin'' « — sin-« 



R~ 



R, sin' 
Roste-li a od do a„, t. j. 
zabírá-li teiína MT (obr. 46.) po- 
sloupně polohy MH, až M A, , 
z nichž první jest stopa hlavního 
řezu R, a druhá stopa řezu vy- 
tčená úhlem «„, tu R roste od R, 
do ae j roste-li a .dále od « u do 

7- , t j. otáči-li se tečua ž polohy 

HA, až do stopy MH a druhého 
hlavního řezu, tu vzhledem k sin a 

> sin «„ jestp- záporné a s. se 

mění od do =,-- čili R od — q° do'R a . 

Vzhledem k sin (n — «) = sin a soudíme, že, roste-li « 




do — ae, a roste-li a dále od n — «„ do w, poloměr R nabývá 
kladných hodnot od ae do R,. 

Jest tedy R, ze všech kladných poloměrů nejmenší, tedy 
minimem, a R„ ze všech záporných poloměrů Číselně nejmenší, 
tedy maximem. 

Normálně řezy v rovinách, jichž stopy MA, a MAj na 
tečné rovině uzavírají se stopou MH, prvního hlavního řezu 
úhly « 3 a íi — « u , mají poloměry zakřivení R = + <*> , a tedy 
nullovou křivost v bodě M č. obecně inílexi v tomto bodě ; jich 
tečny MA,, MA 2 sluji hlavními tečnami plochy v bodě M. Nor- 
málně řezy, jichž stopy zapadají do úhlu A,MA' a , mají kladné 
R, a řezy normálně o stopách v úhlu vedlejším A,MA a záporné 
R, t. j. část plochy v sousedství bodu M. která se promítá na 
tečnou rovinu jeho do vrcholových úhlů A,MA' a a A a MA', jest 
po jedné straně tečné roviny, a část promítající se do dvou ostat- 
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nich vrcholových úhlů A,MA a a A',MA' 4 po druhé straně, 
z kteréž příčiny sluje plocha v bodě M vypoukle vydutou (á cour- 
bures opposées, concav-convex)*). 

Ještě k jednomu případu poukažme, kdy totiž jeden z hlav- 
ních poloměrů jest nekonečně velký, n. p.' R, ; pak (14) podává 

1 sin 3 a 

"Ř~ — Rg - ' 
a ukazuje, že R má stálé znamení, mizíc jen pro « = 0, a že 
tedy plocha jest po jedné straně tečné roviny, majíc ráz plochy 
vypoukle vypouklé**). 

Eulerova formule (14) ukazuje, že úhlům a a a — a pří- 
sluší totéž R, t. j. dva normálně řezy k hlavním řezům stejně na- 
kloněné mají stejné poloměry zakřivení, i co do znamení. 

Označime-li R, R' zakřivení dvou normálných řezů k sobě 
kolmých, tedy příslušných úhlům «, a + ■«-» podává (14) 
J_ cós a n sin 2 a 

1 sin 1 a cos* « 



R T R' R, T R,, 

Poloviční součet křivostí -tt— i w- hlavních řezů zove se 
R, K, 

průměrnou křivostí (courbure moyenne) plochy v bodě M, tak že 

platí výrok : 

Průměr křivostí dvou k sobě kolmých řezů normálných jest 

stálý, rovnaje se průmírné křivosti plochy. 

157. Indikatrix. 

Výsledky, jichž jsme nabyli o křivosti normálných řezů 
možno cestou geometrickou dle Dupina následujícím způsobem 
odvoditi. 

Zvolme opět uvažovaný bod M plochy za počátek pravo- 
úhlých souřadnic, zvolenou normálu plochy za kladnou osu z 
a tečnou roviny za rovinu xy. 

*} Otočením rovinné čáry kolem osy v její rovině položené vytvořme rotační 
plochu; je-li čára v bode M k ose vydutá, jest plocha v tomto bodě patrně vydutě 
vydutá, je-li ale v něm čára k ose vypouklá, jest v něm. plocha vypoukle vydutá. 

**) Případ ten nastane n. p. v každém bodě plochy kuželové. 



Tečnou JIT budiž ve- 
den norniálný řez zMT, v ře- 
zu buď bod M| blízký M ; 
vedeme-li MM, a k této 
přímce v rovině řezu kol- 
mici M t K, prochází kružnice 
sestrojená v této rovině nad 
průměrem MK bodem M, a 
dotýká se terny MT řezu. 
Blíží-li se bod M, na řezu 
bodu M, blíží se tato kruž- 
nice patrně kružnici zakři- 
vení normálného řezu s libo- 
volnou přesností. Jest tedy 
poloměr zakřivení ít tohoto 
řezu dán formulí 

2R = limMK; 
avšak 



MK = MO + OK, 




OM 



2E = lim MO + lim 



\rn -i- lim ' - 



OM 



OM 



Vedeme-li bodem M, rovnoběžně s tečnou rovinou Mxy ro- 
vinu Ox'y', protne tato plochu v jisté Čáře procházející bodem 
M, ; a délka OM, = u se jeví jakožto - průvodič bodu M, této 
čáry vzhledem k počátku O. Položíme-li vzdálenost této sečné 
roviny od roviny tečné MO = 2, máme 

2R = lim — ^ 



a R vychází kladně neb záporně dle toho, je-li z r> neb 2 •< 0, 
tedy souhlasné se sjednáním v či. 155. učiněným. 

Označme h libovolnou hodnotu stálou, však téhož znamení 
jako z, a ustanovme p takové, aby platila rovnost 



: lim - 



pak bude 
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Naueseme-li délku e jakožto průvodiĚ od bodu M na přímku 
MT Činíce ML = ML' = p, jest geometrické místo bodů L, L' 
pro všecky polohy tečny MT jistá Cárá nazvaná indikatrix bodu 
M; poslední formule pak ukazuje, Že poloměr zakřivení libovol- 
ného normálného řezu jest úměrný Čtverci příslušného pruvodiče 
indikatrix. 

Abychom odvodili rovnici indikatrix, uvažme, že rovnici 
plochy počátkem M procházející z =f(x, y) možno dle věty 
Mac Laurinovy*) psáti 



►(-3-M 



K,, 



t- j. v našem případě, kdy /(O, 0) = 0, p = 0, q = 0, 
(15) Z — {(r<c s + 2sxy + ty 11 ) + Jt 3 . 

Pokládáme-li z za danou stálou, tedy hoví této rovnici 
každý bod řezu plochy s rovinou rovnoběžnou k rovině tečné 
x, y. Klademe-Ii OM, = «, úhel *'OM, = a, máine pro bod M, 
řezu 

X — u COS x, y =. u sin a, 
a tedy 

2g i . o t * • a j E a 

— £■ z= r cos- 1 « -+- 2s cos « sm a -f- í sin- 1 « H ^-i 

z čehož pro lim z = 0, 



R 



= r cos" « + 2s cos « sin a + ř sin 2 



čímž nalezen výraz (11) pro poloměr zakřivení normálného řezu. 



*) Tento rozvoj jakož i předchozí úvahy se opírají o supponovanou určitost 
a spojitost funkce f{x, y) a jejích derivací, a jen pak jsou vyvození geometrické 
výsledky dokázány; v případě, kdy tomu není tak, mohou poloměry zakřiveni 
normálných řezfl se říditi zcela jinými zákony. Jakož n. p. Serrtt, Caic. diff., 4 e 
éd., pag. 470 uvádí, platí pro poloměr zakřiveni normálného řezu y = * tg a 
v počátku k ploše z = . * . +-* !_ vedeného, výraz E = * (tg «), který při libo- 

volnosti funkce ^ se neřídí zákony v této kapitole odvozenými. Věc ta nepře- 
kvapí, uváží-li se, že pro x = O, y = derivace r, i, I nejsou určité, nýbrž 
vislé na limitě podílu ?- souřadnic x,y nulle se blížících. 



Nahradíme -li lim - 
2A 



- stejnou hodnotou — ^-, máme 



- = r cos 2 n -J- 2s cos « -sin « -f- i sin* a, 

jakožto polárnou rovnici indikatríx ; a položíme-li x, y na místo 
p cos «, ? sin íí, máme její rovnici v souřadnicích pravoúhlých 
(16) ra a + 2say ř + ťy i = 2ft; 

jest tedy indikatrix kuželosečka o středit M. 

Je-li rí — jí* ;> 0, jest tato čára ellipsou a jelikož totožně 
rx* + 2sxy + ty"- =y [(» + ijr)' + (rf - s s ) jí*], 
jest patrno, že nutno stálou h voliti stejně označenou s r neb 
t, a že poloměr zakřivení E = jtt- všech řezu normálních má 

totéž znamení, t. j. še plocha jest v bodě M vypoukle vypouklá. 

Jest-li rt — s 3 ■< 0, skládá se indikatrix ze dvou hyperbol 
o společných asymptotách a o týchž osách tak. sice, že reálná 
osa jedné jest imagináruou druhé (obr. 48.); ukazuje totiž na- 
psaná totožnost, že kvadratický výraz rx* + 2sxy + ty" 1 nabývá 
jak kladných, tak záporných hodnot (či 116.), a musíme tedy 
za h zvoliti hodnoty dvě, kladnou a zápornou, čímž rovnice in- 
dikatrix jest 

rx* -+- 2sxy + ty* = + 2/i, 
náležejíc dvěma v obrazci 
vyznačeným hyperbolám. 
Normálné řezy, vedené 
průvodičl jedné hyper- 
boly, mají poloměr zakři- 
vení téhož označení, a ve- 
dené průvodiči druhé, kon- 
jugované hyperboly opač- 
ného označení ; plocha jest 
tedy v bode M vypoukle vy- 
dutá. Normálné řezy, ve- uur - *°" 

děné jednou neb druhou 

asymptotou mají nekonečně velký poloměr zakřivení a jsou tedy 
asymptoty indikatrix totožný s hlavními tečnami plochy. 

Jest-li konečně rt — s* = 0, jest rovnice indikatrix 

i- (rx + syY = 2ft čili rx + sy = + ]/2hř~, 
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kde h nutno arci voliti stejně označené s r neb í; mají tedy 
poloměry zakřiveni všech normálných řezů totéž označení jako 
r a, t: plocha jest v bodě M vypoukle vypouklá. Indikatrix se patrně 
skládá ze dvou rovnoběžných přímek od bodu M stejně vzdá- 
lených ; normálný řez, vedený průvodičem rx + sy = rovno- 
běžným s nimi má R — <x> , a k němu kolmý má patrně mini- 
málný poloměr zakřiveni R; plocha má pak v bodě M dvě 
splývající asymptotické č. hlavní tečny, t. tečnu rx •+ sy = 0. 
Uvážíme-li, že poloměr zakřivení libovolného normálného 

řezu jest -j^r-, tedy úměrný čtverci příslušného průvodiče v indi- 

katrix, vidíme ihned, Že osy indikatrix vedou k řezům o maxi- 
málném a minimálném R <S. k hlavním řezům, a že roviny jejich 
jsou k sobě kolmý. 

Z okolnosti, že průvodiče v ellipse neb v hyperbole k hlav- 
ním osám stejně nakloněné mají stejnou délku, soudíme, že nor- 
málně řezy k hlavním řezům stejně nakloněné mají stejné polo- 
měry zakřivení, a podobuě by plynula i věta o kolmých řezech 
normálných v Článku předchozím odvozená. 

Aby bod M byl bodem kruhovým, musí jeho indikatrix 
míti stejné průvodiče, t. j. musí býti kružnicí. 

Aby střední křivost byla v bodě M nullová, musí R, + R a = T 
a tedy musí indikatrix se skládati ze dvou konjngo váných 
rovnostranných hyperbol. 

Pokládáme-li v rovnici plochy (15) z za stálou, náleží rov- 
nice ta řezu plochy s rovinou Ox'y' rovnoběžnou k tečné rovině 
bodu M. Přihlížíme-li k nekonečně blízkému okolí bodu M a 
volíme-li tedy stálé s nekonečně malé, jsou i x, y infinitesimálně 
hodnoty a rovnici (15) možno, při vypuštění členu R 3 nekonečně 
malého třetího stupně, psáti 

2z = rx* -\- Isxy + ty''. 

Cárá touto rovnicí stanovená jest patrně podobná k čáře 
(16) a M jest jich středem podobností; jest tedy indikatrix čára 
podobná řezu vytvořenému v ploše rovinou, vedenou rovnoběžně s tečnou 
rovinou bodu M a v nekonečně malé vzdálenosti od ní. 

158. Normálně řezy v obecné poloze. 

"V předcházejících úvahách jsme si usnadnili řešení naskyt- 
nuvších se úloh tím, Že jsme bod M na ploše uvažovaný zvolili 
za počátek souřadnic, tečnou rovinu za rovinu xy a hlavní řezy 
za roviny sx a zy. Vytkněme nyní řešení oněch úkolů i v pří- 
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pádě obecném, kdy uvažovaný bod M (x, y, z) má libovolnou 
polohu. 

Vedeme-li bodem M k dané ploše normálný řez tečnou MT 
o směru (re, /í, 7), platila pro poloměr zakřivení řezu formule 
(61. 155.) _^____ 

(ll) R _ ■ \/l+P"- +g ,J 

r cos* « -j- 2s cos re cos ji + í cos a Č 

Ze tří úhlů «, |9, 7 jest jen jeden libovolný, poněvadž jsou 
vázány dvěma relacemi 

,.„.. I cos 1 a + cos a j3 + cos 1 / = 1, 

| cosy = pcos« + qcosfi; 

volíme-li poměr dvou ze tří cosinů, n. p. — , jsou všecky tři 

stanoveny, podávajíce dva opačné směry, jakož čtenář snadno 
sám zjistí. 

Plocha jest v bodě M vypoukle vypouklá, má- li R totéž zna- 
mení pro všecky tečny MT, t. j. má-H jmenovatel 

cos a re ( r + 2s -+- t -„— 

\f ' COS a C0S 3 «J 

stálá znamení při libovolném -; to nastane (ČI. 157.) při 

ť cos«' ' ť 

rt — s a ^ 0, kdežto při rt — s 5 <0 výraz ten nabývá hodnot 

různě označených. 

Jest tedy při rt — s a ^ plocha v bodě M vypoukle vypouklá, při 
rt — s* <z vypoukle vydutá. 

Na druhém místě stanovme normálný řes v bodě M o daném 
poloměru zakřivení R, 

Jde o stanovení úhlů re, (i, y hovících rovnicím (17) a (18). 
PřepiŠme první rovnici (18) pomocí druhé na 

(1 + p a ) cos 2 t£ + 2pq cos a cos (i + (1 + 2 1 ) cos 9 /? = *i 
a pomocí této (17) na tvar 

r-7 — ■■- ■ ; .(>• cos a a + 2s cos « cos £-WcosV) = (l -|-i> a ) cos 9 « 

Kl + P' + 2* 

-f- 2p3 cos re cos /? + (! + S a ) cos* |S 
čili 

/ Rr 

(19) (l + 




rovnice ta jest vzhledem ku cos « a cos jS homogenní, tak že 



jímž řešením, je-li reálné, nalézáme dva normálné řezy o daném 
poloměru R. 

Nyní možno snadno odpověděti k třetí otázce: kdy jest hod 
M bodem kruhovým? To vyžaduje, aby poloměr zakřivení všech 
normálných řezů iněl touž hodnotu; musí tedy existovati hod- 
nota R taková, že rovnici (19) jest vyhověno libovolnou hod- 
notou podílu , což vyžaduje, aby rovnice ta byla totožností, 

t. j. aby platily rovnice 

Rr Rs 

Rí 

1+? "--pr+F+7.=o. 

Z nich soudíme, že kruhový bod jest charakterisován dvěma 
rovnicemi 

l + Í> a _P?_ 1 +«'. 



společná hodnota těchto podílů jest pak - . . 

,.. . . . ., , . . . l/l+P T3- 

vice zakřiveni všech normalnycn řezu 

R=l±J!Vl +!>• + ?. 

Dalším úkolem budiž stanoveni hlavních poloměrů zakři- 
vení a hlavních řezů v bodě Jí. 



Kr i Rs \ 

čili stručněji 



Eí_ 



+ (l + «' - ,-TT--, '",. .— ,)'"-" 



Jde nyní o to, ustanoviti i tak, aby R bylo extremní hod- 



Rovnice ta má kořen dvojnásobný č. dva stejné kořeny l při 

(> + *•- !/,+?. + ,.)(■ + «" " PŤ#Ť?) 

čili při 

(21) (rt - 5 S ) R a - [(1 + 2 a ) r - Spgi + (1 +p*) ť]|/l+p» + 9 » R 

+ (l+ í >> + í , )« = 0; 
kořeny R řeřo kvadratické rovnice jsou tudíž hlavní poloměry křivosti 
E„ R*. 

Abychom ustanovili polohu hlavních řezů, uvažme, že pro 
ně platilo -^ = 0, t. j. 

aneb, násobíce cos «, 

(22) [pq — -= - — ) cos a 

\ Vi + p' + 9'/ 

+ (l + s 9 - Rf , ) cos í = 0. 

Kdybychom byli do rovnice (19) zavedli podíl — — -jakožto 

proměnnou, na níž R závisí, byli bychom zcela obdobně pro 
hlavní řezy obdrželi 

(23) (l + p< - - =J¥= =\ cos . 

+ ( pg ~ i/r-r tS a i i )cos^ = o. 
V |/l + í> a + 27 

Jak rovnice (22), tak rovnice (23) podává, vložíme-li R,, 
resp R, za R, podíl - a tím i směr («, §, y) tečny, jíž pro- 
chází příslušný hlavní řez. 

Pro další úvahy jest s výhodou užiti obou rovnic a pře- 
psati je na 



r COS a -4* g COS ft a COS « - j- í COS £ 

(1 + p') cos « + PS cos~(i ~~ pq cos « + (1 + q 1 ) cos ^ 

R 
kde R ovšem značí buď R, aneb B^, a («, /?, ;•) směr tečny pří- 
slušného hlavního rázu. 

Připomeňme ještě výrazy pro součet a součin hlavních 
poloměrů zakřivení, plynoucí z (21): 

R , B _ [(i + g a ) y - 2i>9* + (i +j) 3 ) *J|/i +p 3 + g 3 , 

K, + K, _ ri — f " 

(1 + ť + g a ) B 
HiB,- rť _ s » 

Konečně podotkněme, že v případě plochy vypoukle vyduté, 
kdy tedy rt — s' <; snadno obdržíme směry («, č, y) hlavních 
tečen, jakožto ony, pro něž (17) podává R = ± «, tedy z rovnice 
r cos 3 a + 2s cos a cos j? + t cos 3 /í := ; 

ona podává dvě reálné hodnoty pro podíl , a každá z nich 

pak směr jedné hlavní tečny. 

159. Plochy obalující. 

Obsahuje-li rovnice plochy 

(24) f{x, y, t u) = O 

jistou stálou, jinak ale libovolnou hodnotu a (parametr), přísluší 
každé hodnotě její jedna plocha (24); veškeré tyto plochy tvoří 
tedy soustavu ploch závislých na jednom parametru a. 
Plocha soustavy 

f(x, y, e, a + áf£) = 

příslušná jiné hodnotě a -f- Ja parametru protne obecně plochu 

první v čáře, dané oběma rovnicemi, aneb rovnicí (24) a rovnicí 

fjx, y, g, a + Ja)—f(x, y, 5, *) _ 

Pro lim da ■=. se tedy tato průsečnice blíži Čáře dané 
rovnicí (24) a rovnicí 

(25) JÍ&JtAJŮ =0 , 

a na každé ploše (24) soustavy se vyskytne taková limitní čára. 
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Geometrické místo prúsečných čar nekonečně blízkých ploch 
soustavy sluje obalující plochou (enveloppe) ploch (24), z ttichí každá 
sluje obalenou plochou (enveloppée) ; proměnlivá Cárá průsečná 
dvou nekonečně blízkých ploch soustavy, daná rovnicemi (24) 
a (25), sluje dle Monge-a charakteristikou obalující plochy. 

Jest tedy obálka geometrickým místem charakteristik, 
a rovnici její obdržíme eliminací « z rovnic (24) a (25). 

Obalující plocha se dotýká každé obalené plochy ve všech 
bodech její charakteristiky. 

Je-li (x, y, z) bodem plochy nějaké z=f(x, y) a máme-li 
differencování m 

ds = p dx + q dij, 

jest rovnice tečné roviny v onom bodě 

Z - z = p (X - x) + q(Y - y); 
závisí tedy tečná rovina v daném bodě jen na hodnotách p, g, 
a mají-li tudíž dvě plochy bodem (x, y, z) procházející týž dif- 
ferenciál dz, mají v něm společnou tečnou rovinu. 

Rovnice obalené plochy jest (24), pokládánie-li v ní n za 
stálou f obdržíme tedy differencováním 

Rovnici obalující plochy obdržíme, řešíine-li (25) dle a 
a vložime-li toto «, jež se arci jeví jakožto funkce x, y, z, do (24) ; 
možno tedy (24) prohlásiti také za rovnici obálky, je-li v něm n 
funkci právě vytknutou. Diťferenciály souřadnic bodu obálky 
jsou tedy vázány relací 

% dx + % d, + f a e + % i« = <s. 

dx ' dy * ' dg '3a 
která vzhledem k (25) přechází do relace (2tí). Tím obdržíme 
jak pro obalenou tak pro obalující plochu v každém bodě cha- 
rakteristiky totéž dz, Čímž věta dokázána. 

Uvažujme tři plochy obalené příslušné hodnotám «, <t-\-h x , 
a + fyt parametru. Společné body těchto tří ploch hoví třem 
rovnicím 

/(as, y, g, a) = 0, f(x, y, g, a + A,) = 0, /(*, y, g, a + *,) = 0; 
limitní polohy těchto bodů pro případ, že lim h, =0, limA 2 ^0, 
hoví tudíž (sr. či. 137.) rovnicím 

(27) f(x, »,»,«) = 0, MíLt»ií) = , !%íi = , 
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a snadno nahlížíme, že týmž rovnicím hoví limitní polohy prů- 
sečíků charakteristiky (24), (25) s plochou obalenou 
f(x, y,B,a+ Ja) = 0. 

Geometrické místo prňsečíkú tří nekonečné blízkých ploch oba- 
lených sluje čarou úvratu (aréte de rébroussemenť) plochy obalující; 
řešením rovnic (27) obdržíme souřadnice x, y, z bodu této čáry 
jakožto funkce parametru, a první dvě z těchto rovnic ukazují, 
že každý takový bod se nalézá na jedné charakteristice. Elimi- 
nujeme-li k z první a druhé a pak z první a třetí rovnice (27), 
máme rovnice čáry úvratu v obyčejném tvaru; výsledek první 
eliminace jest rovnice plochy obalující, a nalézá se tedy čára 
úvratu ovsem na ní. 

Všecky charakteristiky se dotýkají čáry úvratu. 

Charakteristika jest vytčena rovnicemi (24) a (25), v nichž 
a jest stálou; píšeme-li stručně / místo j—, jsou tedy rovnice 
charakteristiky 

y = o, f-o, 

a jich differeucováním obdržíme 

Eliminujeme-li a z rovnic (27) dvakrát, obdržíme rovnice 
čáry úvratu; eliminaci tuto si mysleme tak provedenu, že třetí 
rovnice (27) /" = řešíme dle «, čímž se a objeví jakožto funkce 
hodnot x, y, g, a že tuto funkci za a vložíme do první a do 
druhé rovnice (27). Možno tedy rovnice 
f—0, /' = 
pokládati za rovnice Čáry úvratu, nahradíme-li v nich « funkcí 
právě vytčenou. Pak z nich differeucováním plyne 

i jřfc+jř dy + >/„, + '/„„=„, 

| dz 3y 3* dn 



(29) 



£*+£* + &*+&*■ = <>■ 



ty" 

Je-li bod (x. y, z) oním bodem charakteristiky, který se 
nalézá ua čáře úvratu, tedy pro něho platí rovnice (27), t. j. 
f = 0, f = 0, a poslední dvě rovnice se redukují na (28). Po- 



dávají tedy pro takový bod jak rovnice (28) tak (29) tytéž po- 
měry dx : dy : dz, t. j. v bodě tom má charakteristika s Čarou 
úvratu společnou tečnu. 

160. Plochy rozvimitelné. 

Eozvinvtelnou (développable, entwickelbar) nazýváme plochu, 
již možno vytvořiti jakožto obalující plochu soustavy rovin závislých 
na jednom parametru. 

V tomto případě jsou plochy soustavy rovinami 

(30) ax + by + cz — p = 0, 

v jichž rovnici koeřficienty a, b. c, p jsou dané funkce para- 
metru a. 

Charakteristika jest dána rovnicí (30) a rovnicí 

(31) a'x + b'y + &e — p' = 0, 

v níž a',. . p' značí derivace ^-, . . -¥i jest tudíž charakteri- 

' da da J 

štika přímkou. Obalující plocha se dotýká obalené roviny ve 
všech bodech charakteristiky aneb jinak řečeno, obalená rovina 
se dotýká obalující ve všech bodech č. podél charakteristiky. 
Jest tedy rozvinutelná plocha, geometrickým mb-tem přímek (charakte- 
ristik) takovým, že má podél každé přímky jednu tečnou rovinu. 
Body čáry úvratu hoví rovnicím (30), (31) a rovnici 

(32) a"x + b"y + c"s —p" = 0, 

kde a", . . p" značí druhé derivace -j-^, . . -~. Čáry té se do- 
' ť da- ' da" J 

týkají všecky charakteristiky, z čehož patrno, Že rozvinutelná 

plocha jest geometrickým místem tečen jisté čáry, jejf Čáry úvratu; 

v či. 162. ukážeme, že i opak má platnost. 

Cárá úvratu rozvinutelné plochy se může redukovati na 
bod; procházi-li totiž rovina soustavy (30) pevným bodem V, 
prochází jím ovšem také charakteristika, tak že rozvinutelná 
plocha se jeví jakožto geometrické místo přímek bodem V pro- 
cházejících č. jakožto plocha kuželová o vrcholu V. Je-li "V 
v nekonečnu, t. j.jsou-li obalené roviny (30) rovnoběžný s danou 
přímkou P, jsou i všecky charakteristiky s ní rovnoběžný, 
a plocha rozvinutelná válcem o hranách rovnoběžných s P. 
V obou případech se čára redukuje na jediný bod "V. 

Pomíjejíce tyto dva případy, můžeme tvrditi, že rovina oba- 
lená jest oskulační rovinou čáry úvratu. Souřadnice x, y, z bodu 

B. Wejr, Pneot dlffetsneialnj 25 



na čáře úvratu plynou jakožto funkce parametru « řešením 
rovnic (30), (31) a (32); differencovánim rovnice (30) na čáře 
úvratu máme 

a dx + bdy -\- edz -\- (a'x + b'y -f- c'% — p') da = 0, 
a vzhledem k (31) 

(33) ' adx+báy + cde=zO. 
Differencovánim rovnice (31) máme 

a'dx + b'dy + e'dč + (o"a; + 6"jf + c"z — p") da = 
a vzhledem k (32) 

(34) a'dx + b'dy + c'dz = 0. 
Differencovánim (33) obdržíme 

ad-x + 6á*P + cd"í -f- (a'dx + &'<??/ -+- c' dz) dn = 0. 
t. j. vzhledem k (34) 

(35) ad"-x + b d"-y + c á a « = 
Z rovnic (33) a (35) soudíme, že 

a : b : c = dyd*z — dzď>y ; dzd^x — dxd-z : dxď'y — dyd-x, 
čímž tvrzení dokázáno. 

Název ploch rozvinutelných pochází odtud, že je lze appli- 
kovati na rovinu, aniž se poruší délky čar na ploše vedených. 
Nahraďme čáru úvratu lomenou čarou, do ní vepsanou ; prodlou- 
žíme-li strany této lomené čáry, obdržíme ploské elementy dvěma 
přímkami omezené, tvořící plochu polyedrálnou. Otáčením těchto 
elementů kolem jich společných posloupných hran možno plochu 
polyedrálnou převésti do roviny, při Čemž libovolná čára na ploše 
narýsovaná přejde do lomené čáry v rovině o téže délce. Stáva- 
li se počet stran lomené Čáry, vepsané do oblouku čáry úvratu, 
nekonečně velkým a každá strana nekonečně malou, blíží se 
lomená Čára na ploše polyedrálné Čáře narýsované na ploše rozvi- 
nutelné, a lomená čára v rovině jisté čáře, kterou zoveme roz- 
vinutím oné; obě, jak Čára na ploše, tak čára rozvinutá, mají 
stejnou délku. 

Je-li (obr. 49.) AB oblouk čáry úvratu dané rozvinutelné 
plochy, A'M'B' libovolná čára na této ploše daná rovnicí 

kde t značí délku tečny MM' a s oblouk AM, bude po appliko- 
vání rozvinutelné plochy do roviny platiti táž rovnice mezi 
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značí-liA M B AV . 
. právě definovaným 




délkou M M'„ =ia mezi obloukem A„M = s 
body v rovině, do nichž body AMBA' . 
rozvinutím dospěji. 



v 161. Sdružené tečny plochy. 

Jest-li M(£, y, z) bod na dané 
ploše, jímž vedena jest na ploše 
čára o tečně MT směru (a, /S, y), tu 
tečné roviny plochy sestrojené v bo- 
dech Čáry obaluje jistá rozvinutelná 
plocha ; závisí totiž tyto tečné roviny 
na jednom parametru, třeba na pro- 
měnné, jimiž jsou vyjádřeny souřad- 
nice bodu dotyčného. 

Plošná přímka této rozvinutelné 
plochy procházející bodem M, t. j. 
prítsečnice tečné roviny bodn M 
s tečnou rovinou nekonečně blízkého 
bodu M' dajié Čáry sluje dle Dupina 
sdruženou Č. konjugovanou tečnou 
k MT. 

Sdružené tečny jsou sdruženými průměry v indikatrix bodu M. 

Rovina tečné roviny v bodě (x, y, z) plochy má rovnici 

(36) Z - z = p (X - x) + 2 (Y - y) ; 

v té pokládáme x, y, z a tedy i p, q za funkce jedné proměnné. 
Differencováním vzhledem k této proměnné, tedy podél dané 
čáry, obdržíme 

— dz = — pdx — q dy + (X — x) dp -\- (Y — y) dq 
čili 

(37) = (X-x)dp + (Y- 9 )dq. 

Rovnicemi (36) a (37) jest stanovena charakteristika plochy 
obalující, t. j. plošná přímka plochy rozvinutelné. Rovnice ty 
možno psáti 

X-s _ Y-j^ = Z-0 
dq — dp pdq — q dp ' 

tak že směr («', /? , /') charakteristiky hoví rovnicím 






_ c os ft' _ cos f 
' — dp pdq — qdp' 



Žili, nahradíme-li dp a dq jich hodnotami rdx -f- sdy, sdx -f- tdy 

C0S«' _ CQS|?' COS/ 

s rfí + i( fy — (rdx-\-s dy) (ps — qr) dx-\-(pt — qs) dy ' 
kde dx ; dy : dz = cosa : cos;? : cos? a kde rovnost třetího zlomku 
s předchozími dvěma vzhledem ku cos/ = p cos «' -|- g cos £' jest 
patrná. Abychom snadněji ukázali, že siněry (a, fi, /) a (a', ft', /) 
jsou sdruženy v indikatrix, předpokládejme, že bod M volen za 
počátek souřadnic, normála v něm za osu z, a hlavní řezy za 
roviny ex a zy, pak 

p = 0, ff = 0, 8 = 0, r=/ = y, (S = ý— «, ^ = -J-«', 
a poslední relace podávají 

cos a' eos/3' 

ťcos/S — rcosw' 
tak že máme mezi « a «' relaci 

t s .tg.'=— j-í 

ta ukazuje, že přímky v rovině xy uzavírající s osou x úhly 
«, a' jgou sdruženými průměry v indikatrix 
rx- + ťy a = 2A. 

Algebraický součet poloměrů zakřivení dvou normálných řezů 
vedených sdruženými tečnami jest stálý. 

Dle či. 157. json poloměry zakřivení úměrný čtvercům pří- 
slušných průměrů v indikatrix ; v ellipse pak jest součet, v hy- 
perbole rozdíl čtverců sdružených průměrů stálý. 

Použijme první věty k řešení tohoto úkolu: 

Dané ploše jest opsán kužel o vrcholu V, který nechť se 
jí dotýká podél čáry S; uechť se sestrojí tečna této čáry v libo- 
volném jejím bodě M. 

Rozvinutelnou plochou opsanou dané ploše podél čáry S 
jest vytčený kužel, a tedy MV plošnou přímkou její; tečna MT 
k Čáře S jest tedy konjugovaný průměr k MV v indikatrix bodu 
M. Je-li daná plocha speciálně kvadratická, jest indikatrix 
bodu M kuželosečka podobná a podobně položená s každým 
řezem plochy rovnoběžným s tečnou rovinou v M; speciálněji 
při přímočaré ploše druhého stupně jsou asymptoty indikatrix 
obě plošné přímky bodem M procházející, a tedy MV a MT k nim 
harmonické. 



162. Přímočaré plochy: zborcené a rozvinutelné. 

Závisí-li přímka 

(38) {» = 8* + A 

na jednom parametru, t.j.jsou-li hodnoty a, b, «, (3 daDÓ funkce 
parametru t, jest geometrickým místem všech těchto přímek 
plocha nazvaná přímočarou (surface réglée, Regelflache), a její 
rovnici obdržíme eliminací parametru t z rovnic (38). Plocha 
přímočará může býti rozvinutelnou, není-Ii rozvinutelnou, sluje 
zborcenou (ganche, windschief). 

Aby plocha naplněná přímkami (38) byla rozvinutelnou, 
musí funkce o, 6, «, £ parametru t hověti jisté relaci, kterou 
snadno odvodíme. V případě tom možno přímku (38), t. j. přímku 
o rovnicích 

x — az — « = 0, y — he — = 

pokládati za charakteristiku obalené roviuy; rovnice této roviny, 
přímkou ovsem procházející, budiž 

(39) x — az — a + i. (y — bz — (f) = 0, 

kde X závisí též na parametru. Differenco váním dle parametru 
obdržíme rovnici 

(40) — zda — da + i. (— zdb — d(t) -f (y — bz — fi) dX = 
stanovící s (39) charakteristiku; tou' ale má býti přímka (38), 
t. j. souřadnice ar, y, z hovící (38) mají také hověti (39) a (40), 
t. j. mají hověti rovnici 

— zda — da + A (— zdb — dfi) = 0. 
Pro body ar, y, z přímky (38) jest však z libovolné, tedy 
má i poslední rovnice platiti při libovolném z, t. j. mají platiti 
rovnice dvě 

• da + i db = 0, da + i. dp = 0, 

což vyžaduje rovnost 

da da 

~ďb~^ďj 
čili 

(41) da dp — d b da =0; 

to jest hledanou výminkou, za které přímka (38) naplní plochu 
rozvinutelnou. 

Jest-li tato výminka, aneb, jinak psáno, rovnice 
da d& db da 

~ďtlu""dT'aT~ 



vyplněna, jeví se plocha přímočará jakožto obálka rovin (39), 
i j i da _ dtc 

kd6X =--db-—w 

Přímočará plocha rozvinutelná má podél celé plošné přímky 
jednu tečnou rovinu, totiž rovinu obalenou (39) ; ale i opak 
platí, t. j. přímočará plocha, která má podél každé plošné pfímky 
jednu tečnou rovinu, jest rozvinutelná. 

Abychom to ukázali, mějme rovnice (38) plošné přímky 
dané plochy; jich differencováním obdržíme 
dx = a dg -f- (pfz -\- a') dt, 
dy = b da -\- (b'11 + §') dt, 
kde a', b', a', fl' značí derivace dle t vzaté; eliminaci dt máme 

(b's + 09 dx — (oM + «') dy = [a {b's + /9') — b {a's + «')] da, 
z čehož soudíme, Že 

p - »'« + "' 

* {ab' — ba') z + a? - ba' 

ďs + *• 



1 (ab' — ba') b + a§' - ba' 

Má-li tečná rovina podél přímky (38) býti jediná, musí 
hodnoty p, q býti neodvislé od z\ k tomu jest ale nutné a stači, 
aby koefficienty ve jmenovateli byly úměrný oněm v čitatelích: 
ab' — ba' a§' — ba' ab' — ba' a8' — ba' 



t-j- 



jr = y čili^-ftVrzO, 



což jest relace (41) dokazující, že plocha jest rozvinutelnou'. 

V ČI. 160- jsme ukázali, že rozvinutelná plocha jest geo- 
metrickým místem tečen jisté čáry; ale i opak možno dokázati, 
že totiž tečny libovolné čáry naplňuji plochu rozvinutelnou. 

Buďte a, b, c souřadnice libovolného bodu M dané čáry, 
tedy určité funkce jedné proměnné t. Libovolný bod P na tečně 
této Čáry má souřadnice 

x — a-$- mA, y = b-{- wB, s = c + uC, 
značí-li w délku MP a A, B, C cosiny úhlů tečny, tedy 
A — ď B — h ' 

\/ a-* + b'* + c 1 * t \/ a '* + V* + c"> 

|/ a" 1 -+- b'' 1 -+- e" 1 



Differencovánim 

dx = (ď -f- «A') dt + A iřtt. 

<fy = (5' + wB') dt + B tíu, 

í/s =r (e' + «C) dť + C du, 
z čehož eliminací dť a du a nahrazením d.r, dy, dz hodnotami 
X — x, Y — y, Z — s rovnice tečné roviny plochy v bodě P: 



X - 


-a 


- nA, 


a 


+ «A', 


A 


Y- 


-b 


— «B, 


b 


+ «B', 


B 


V, - 


- e 


- «0, 


d 


+ «0', 


C 



Přidáme-li it-násobný třetí sloupec k prvnímu a — \/a" x -f b'* 
-j- c" 1 - násobný třetí sloupec k druhému, obdržíme, krátivše w, 
X - a, A', A 
Y — b, B', B =0 
Z — c, C, C 

jakožto rovnici tečné roviny v P; do rovnice té nevchází w, jest 
tedy tečná rovina závislá jen na i a tedy ve všech bodech 
přímky MP táž, t. j. plocha tečen jest rozvinutém ou. 

Výminku (41) charakterisujicí plochu rozvinuteluou možno 
geometricky i jinak ještě vyložiti. Budiž (38) plošná přímka 
přímočaré plochy příslušná parametru t, a 



C42) 



| x = (a -\- Aa) g -4- « + Aa, 
\ y = (b + Ab) * + fl + jft 

plošná přímka příslušná parametru ' -f- At. Nejkratší vzdálenost 
obou přímek D a jich sklon i jsou dány formulemi 

_ Aa A? — Ab Aa 





= 


v 


do? + ^i a + {a/Ib — bjay 


. , 


Ja 1 + Jb* + {a.4b — bAaf 





l/l + o" 


+ V |/1 + (o + ■*.)" + (6 + J6)' 

D 
siní 


l/l 


+ 


»■ + »»!/ 


+ (a + A)" + (i + Jb)' (Ja áf — Jb Ja) 






4a* + Jb" 1 + (az/6 — lAaf 



a tedy B_ sin i 

i — i 
' __ (áa á$ 4h Ja\ 

|/l + q g + ž a j/ l + (a + AaÝ + (b + 4 &)' U* ^ A J* > 

Pro lim M — O se blíží druhá přímka první a jest tedy 
lira D = 0, lira i = 0, a vzhledem k lim — : — = 1 máme 



da dfi db dít 
dt dt dt dt 



aV.l dbY.Í db daV' 

F) + [-w) + { a -ďT~ h -ďf) 



1 + bi) -(da_\ 
[dt) 

z čehož soudíme, že vzdálenost D a sklon i jsou nekonečně male 
téhož stupně u ploch zborcených a že D jest nekonečně malá hodnota 
vyššího stupně než i u ploch rozvinutelných ; a těch totiž platí 
rovnice (42) a tedy 

Um -? = 0. 

Při této úvaze jsme sklon 'i ovšem pokládali za proměnnou 
hodnotu; jest tedy z této úvahy vyloučen případ ploch válco- 
vých, u nichž i = 0. 

163. Čáry křivoznaéné. 

Cárá na dané ploše sluje její Čarou křivoznačnou {ligne de 
courbure), jest-li plocha normál, sestrojených k ploše podél Čáryt 
rozvinutelnou (Monge). 

Budiž M (x, y, z) bodem na ploše a tedy rovnice normály 
plochy 

X — a: __ Y — y _ Z — z 
P " 9 ~ — 1 

aneb řešením dle X a Y : 

(43) X = — pZ + pz + x, 
Y — -qZ + qz + y, 

kde x, y, z, p, q jsou ovšem funkce jedné proměnné, na níž zá- 
visí bod dané Cáry. Přímočará plocha naplněná touto přímkou 
bude rozvinutelnou, platí-li relace (41), t. j. relace 
— dpd (qz + y) + dqd(pz-\-x) = 
čili, po krátké redukci, 

( 44) * = ^ ; 

dx-\-pdz dff + qds 



relace ta musí býti vyplněna pro všecky body Cáry, aby byla 
tato křivoznačnou. 

Nahradíme-li dz, dp, dq jich hodnotami, přejde poslední 
rovnice do 

r dx -}- s dy s dx + t dy 

( ' (1 + i>") tó + pq fy ~ P-i dx + (1 + 2 ») <fr, 

Čili do 

<46) [(1 + q') s-pql] (-fjjY+Kl + « r - (1 + i>«) f] % 

+ [ M r-(l+ P ")i] = 0; 
v ní jsou derivace p, q, r, s, t známé funkce proměnných x, y, 
a jest tedy (46) differenciálnou rovnici průmětu křivoznačných 
čar na rovině x, y. Pro každý bod x, y podává (46) dvě hod- 
noty -—-, t.j- každým bodem plochy procházejí dvě křivoznačné 
čáry, vyjmeme-li body kruhové; pro ty jest poslední rovnice 
totožností, a stanovení příslušné derivace ■—• by vymáhalo 

zvláštní úvahy. 

Vzhledem k dx : dy : dz — cos « : cos /í : cos y, kde a, /9, y 
značí úhly tečny čáry v bodě M, možno v (45) dx, dy nahraditi 
cos «, cos p a pak přechází tato rovnice do rovnice 

r cos a 4- s cos /S s cos « -4- t cos ° 

(1 +2 >u ) cos « + pq cos £/" i>3 cos « + (1 -t- q 1 ') cos /S' 
ježcharakterisovala tečny hlavních řezů (či. 158.); z toho soudíme: 

Každým bodem plochy procháecjí dvě křiv o značné Čáry, dotýka- 
jící se tečen hlavních fezů, a tedy k sobě kolmě; jinak řečeno, hlavní 
osy indikatrix jsou tečnami křivoznačných čar. 

■ Normály plochy podél křivoznačné čáry sestrojené dotýkají 
se čáry úvratu plochy rozvinutelné. Jsou tedy (43) rovnice 
charakteristiky této plochy, a bod dotyčný C její s Čárou úvratu 
hoví také rovnicím, které plynou jich differencováním dle para- 
metru *) : 

— Zdp -\-pdz + zdp 4- dx = 0, 

— Zdq + qdz + zdq + dy as 0. 

Těmto i rovnicím (43) hoví souřadnice X, Y, Z bodu C; že 
se tyto čtyři rovnice pro tři neznámé srovnávají, ukazuje také 
rovnice (44). Řešením totiž máme 

7 dx -\-pdz dy -\- gdz 

dp dq ' 

*) V či. 159. byly rovnice charakteristicky /=0, / =0, z nichž derivováním 
dle parametru plynou /' = 0,/° = 0, a vĚem tem rovnicím hově) bod Čáry úvratu. 
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načež (43) podávají X — x a Y — y. Polohu bodu C ostatně 
vystihneme snadněji takto; nahradí me-li dx, dy hodnotami cos a, 
cos (S příslušnými tečně hlavního řezu, máme 

(1 + P' J ) cos a -f- pq cos g j)g cos a -j- (1 -|- g g ) cos ff 

r cos « + s cos £ s cos a + i cos /í 

aneb násobením Čitatele i jmenovatele prvního zlomku hodnotou 
cos «, druhého cos $ a sečtením čitatelů a jmenovatelů, 

cos" a + cos^ § + (P cos "■ + g cos (?)" 

r cos a re -|- 2s cos « cos ff + ť cos 1 j? 

Čili, vzhledem ku cos 7 = p cos * + a cos §, 

z _s = „ ! 

r cos* « + 2s cos a cos p + i cos 2 ^' 
t. j. (O. 155.) - 

Z = 8 + _ R 

1/1 +!>""+ 9'' 
kde R značí poloměr zakřivení hlavního řezu. Tím nalézáme : 
Rormály plochy sestrojené podél křivoznačné čáry se dotýkají čáry 
ávratu rosvinutelné plochy jimi vytvářené ve středech zakřivili 
hlavních řezů; jest tedy Čára úvratu geometrické místo středů 
zakřiveni hlavních řezu, vedených tečnami čáry křivoznačué. 

Není zbytečno podotknouti, že R není obecně poloměrem 
zakřivení R J čáry křivoznačné, neboť znači-li * sklon hlavní 
normály této Čáry s normálou plochy, máme dle věty Meus- 
nierovy R' = R cos í>; jen v případě, kdy oskulačni rovina křivo- 
značné čáry jest normálná, tedy 9 = 0, máme R' = R. 

164. Příklady k čarám křivoznačným. 

Stanovení křivoznačných čar dané plochy vymáhá stanovení 
obecné funkce y proměnné x hovící rovnici (46), t. j. integrování 
této differeuciálné rovnice. V některých případech vede již defi- 
nice těchto čar k jich stanovení, jakož ukazují následující pří- 
klady. 

Na ploše kulové jest každá čára křivoznačnou, a rovnice 
(46) totožností ; normály plochy jsou poloměry a naplňují, podél 
každé čáry, plochu kuželovou, tedy rozvin utelnou. Totéž platí 
o rovině. 

Na libovolné plose kuželové tvoří plošné přímky a průseČnice 
kužele s kulemi, opsanými kolem vrcholu, čáry křivoznačné; 
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normály podél plošné přímky sestrojené naplňuji totiž rovinu, 
a ony průsečmce jsou k plošným přímkám všude kolmý. 

Obdobně vychází, že na libovolné ploše válcové tvoři plošné 
přímky s normálnýroi řezy Cáry křivoznačné. 

Na obecné plosa rozvinutelné, naplněné tečnami prostorové 
ííáry, jsou tyto plošné přímky jednou soustavou křivoznačných 
čar, druhá soustava se skládá z čar je kolmo protínajících; 
tvoři totiž normály plochy podél plošné přímky patrně rovinu. 
U ploch rotačních jsou rovnoběžníky a poledníky (meridiany) 
čarami křivoznačnými; normály podél prvnějších čar naplňují 
totiž kužele, podél druhých 
roviny. Pro cvičení stvr- 
díme to i počtem. Budiž 
dána plocha vznikající otá- 
čením Čáry £ (obr. 50.), 
dané v rovině xz, kolem 
osy z. Souřadnice OS, SA 
bodu A hoví dané rovnici 
Čáry 21 

OŠ=<p(ŠA). 
Budiž M(jr, v, z) libo- 
volný bod kružnice opsané 
bodem A ; pak patrně 
s = QŠ, 




Obr. 50 
= ŠM 1 = SA 2 . 

těchto tří rovnic plyn< 

=/V+y"). 

Za příčinou stručnosti položme 



Eliminací hodnot OS a SA 

nice rotační plochy 

B — tf {[/x a + J/ s ) čili 



- jr = «, 



i =-/(«), 



a ustanovme derivováním 

p = 2»/'(«), 9 = 2!,/'(«), 
r = 2/'C») + 4r'/"(»), s = tay/'(«), í = 2/>00 + W»). 

Rovnice průmětu křivoznačných Car (46) tím nabývá tvaru 
(47) [/»(«) - 2/'(»)'] | 4zy(g)' + 4(*« - j,=) | - ixy\ = 0. 



Předpokládejme nejprve, že/'(«) — Ž/^w)* není nullou; pak 
musí druliý faktor vymizeti, t. j. krátíce 4xy, 

(4»\" + íI^SL'* 1 = , 

\axj xy ax 

z čehož pro -^- nalézáme dvě hodnoty — aneb — — . První po- 

út x y 

dává 



áx x' y 
z čehož soudíme, Že — jest stálý podíl, tedy y = Cx ; rovnice ta 

náleži přímkám v rovině xy vedeným počátkem, a přímky ty 
jsou průměty meridianů, tyto tedy křivoznačné čáry. 
Druhé řešení podává 

%L = _£, x <tx + ydy = čili *(*■ + y fl ) == 0, 

a jest tedy x* -\- y 1 — C, ; ale toť rovnice průmětu rovnoběžníků 
plochy. 

Zbývá přihlédnouti k případu, kdy vyhověno rovnici (47) 
křivoznačných čar tím, že položeno. 

/'(«) - 2/(„)' = 0; 
v případě tom jest (47) vyplněna libovolnou' hodnotou -~, t. j. 

každá čára na ploše jest křivoznačnou. Pišeme-li v místo /' («), 
máme 

£-w = o au i(-±-2„) = o, 

pročež 

kde c a značí kladnou stálou, poněvadž « = :c a 4-y Q jest také kladné. 
Řešením 

o _ J . d/(u)_ 1 

aneb píšíce opět « místo /"(»)> 

á (» + yč*~^u) = 0, í + |/e" — « = »,. 
kde c, jest také stálá. Tím konečně 

(i - c,) ! = í» -«, 
t. j. 

* + »' + (» — »i)" = «"; 
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plocha jest tedy koule, jejíž střed se nalézá na ose z, a na ní 
ovšem každá čára křivoznačnou. 

První zajímavější příklad stanovení křivoznačuých Čar podal 
Monge sám, stanoviv tyto čáry na trojosém 9llipsoidu") integrací 
příslušné rovnice (46), k čemuž se v počtu integrálném vrátíme. 

165. Čáry asymptotické na plode. 

Asymptotickou Čarou (Haupttangentencurve) na dané ploše 
nazýváme čáru, jejíž oslculaíní rovina v libovolném bodě splývá 
s tečnou rovinou plochy, 

Jsou-li x, y, z souřadnice libovolného hodu na ploše, jímž 
prochází asymptotická čára, jsou koefficienty její oskulační 
roviny 

a (X — x) + b (Y — y) + c (Z — z) = 

stanoveny co do poměrů rovnicemi 

a dx -\- b dy -4- c dz — 0, 
a d q x-\- bd*y-\- ed 1 z= 0, 
při čemž as, y, z pokládáme za funkce jedné proměnné. 
Aby se tato rovina stotožnila s tečnou rovinou 
Z - « = p (X - x) + q (Y - y), 
musí p, q, — 1 vloženy za a, b, c hověti oběma oněm rovnicím, 
t. j. musí 

p dx -4- q dy — dg = 0, p ďx + q d 9 y — ď>z = 0. 

První z těchto rovnic jest vyplněna na každé Čáře plochy ; 
vzhledem k jejímu differenciálu 

p d*x ■+■ q d 3 y — ď*z + dx dp -\- dy dz = 
možno druhou přepsati na 

dx dp -\- dy dq = 0, 
čili nahradíce dp, dq jich hodnotami, na 
(48) r dx a + 2sdxdy + tdy*=0; 

toť differencíálná rovnice průmětu asymptotických čar na rovině 
x, y, vyjádříme-li z rovnice plochy r, s, t jakožto funkce x, y. 
Má-li bodem plochy procházeti asymptotická Čára, musí 
z ní plynoucí derivace 

dy — s + X/s* — rt 



*) Monge, Application de 1' Anály se k la Gcouiiitrie 



býti reálné, t. j. buď rt — s a < O, a pak jest plocha v bodě 
(x, y, z) vypoukle vydutá a procházejí jím dvě asymptotické Cáry, 
aneb rt — s a = 0, a pak jest plocha po jedné straně tečné ro- 
viny, majíc jedinou bodem tím procházející asymptotickou Čáru. 
Vzhledem k (48) jest patrné, že tečny asymptotických čar, 
bodem (x, i/, z) procházejících, mají směry (*, §, y) činící 

r cos 1 « + 2s cos « cos § -f- t cos a (t = 0, 
Že tedy normálný řez takovou tečnou vedený má poloměr za- 
křiveni E = + oe ; jsou indii tečny asymptotických čar asymptotami 
huli katrix či tečnami hlavními *). 

Tečny ty možno i jinak charakterisovati. Prňsečná čára 
plochy s tečnou rovinou bodu (x, y, z) má v tomto bodě bod dvojný, 
a jeho tečny jsou tečnami asymptotických čar. 

Ona průsečoá čára jest stanovena rovnicí plochy a rovnicí 
tečné roviny 

I Z = /<X, Y), 

j Z-t=p(X-x) + q(Y — V)- 
Pro libovolný bod (X, Y, Z) této průsečné čáry položme 
X =_x -+- áx, Y = y + áy, Z = z + ág, 
a máme rovnice 

' z -f- áz = f{x -f- áx, y -f áy) =f(x, y) + p áx + q áy 
j + \{r áx* + %sáx áy + t áy") + . ., 

| áz = p áx -j- q áy, 

z nichž prvni vzhledem k druhé přechází do 

= \(r áy* + 2s ^a: áy + ť ^ a ) + . ., 
aneb 

•=ť('+*-ž-+-'-£-)+- 

z' čehož pro lim <4:e = 0, 

o = ' + *^ + •(*)". 

což jest rovnice (48), charakterisující tečny asymptotických čar. 

Toto jich charakterisování ukazuje, že diferenciálnou rov- 
nicí (48) jsou vytčeny asymptotické čáry i tehdy, kdy x, y, z jsou 
souřadnice rovnoběžné kosoúhlé'. 

Případ, kdy bodem plochy prochází vždy jen jedna asympto- 

*) Ch. Dufin (Développements de Geometrie, 1813j definoval asymptotické 
čáry přímo jako čáry dotýkající se hlavních tečen, jež nutno rftzniti od tečen 
hlavních řezů, os to indikatrix. 



tická čára, nastává u ploch rozvinutelných ; charakter i suje totiž 
parciálná differenciálná rovnice druhého řádu 

(49) rt— s» =0 
plochy rogvinutelné. 

Ukažme nejdříve, že každá rozvinutelná plocha hoví této 
rovnici. — Kle definice závisí tečná rovina takové plochy 

Z-z=p(X-x) + q(Y~!,) 
Čili 

Z = pX + qY + g — px — a y 
na jednom parametru; volíce za něj třeba p, soudíme, že q a 
e — px — qy jsou funkcemi jeho: 

9 = v (í»)> # — jw — fflf = F(i>). 
Derivujeme-H první rovnici parciálně dle x a y, máme 

s = «P'(i>) »", ř = <P'(P) s, 
tedy 

9'(p) = y=4 art-»»=0. 

Dokažme nyní na druhém místě, Že naopak každé g = /(j, i/) 
hovící rovnici (49) jest pořadnicí rozviuutelné plochy. 
Pišme 

3g , _3_a_ i d (*, s) 

j dx 7>y \ 
dle či. 111. soudíme, že q jest funkcí p: 

(50) « = q (i>). 

Obdobně dokážeme, Že 2 — jw — gy jest funkcí p; jest totiž 
funkcionálný determinant 

D(g — px qy, p) ] — xr — ys, — xs — yt i 

D (x, y) ~ j r, s 

— y{rt — s a ) = 0, 
a tedy 

(51) 2 — px - qy = ¥(p). 

Rovnicím (50) a (51) hoví arci každý bod plochy. Differen- 
cujme tedy rovnici (51) a máme 

— x dp — y dq = y(p) dp. 
čili dělíce dp a vzhledem k (50) 
<52) -<r-?9>'(i>) = F(j>), 

rovnice taktéž platná pro každý bod plochy. 



Všecky body plochy, pro něž p má stálou hodnotu, napl- 
ňují přímku danou rovnicemi (51) a (52): 
■ z— px — f{p)y — F(p) 
— x — <p'(p)!t = 'F'(p); 
přímka ta jest patrně charakteristika roviny (51) závislé na pa- 
rametru p, a jest tedy plocha rozvinutelnou, jak bylo dokázati. 

Každým bodem plochy rozvinutelnó prochází jen jedna 
asymptotická čára, dotýkajíc se hlavní tečny, t. j. plošné přímky; 
jsou tedy plošné přímky asymptotickými čarami ploch rozvinu- 
telných. Právě tak vychází, že i u ploch zborcených jsou plošné 
přímky čarami asymptotickými; vzhledem k rt — s 2 <0 existuje 
ale na plochách těch ještě druhý systém asymptotických čar. 

166. Příklady k čarám asymptotickým. 

Stanovení asymptotických čar, vymáhající integraci diffe- 
renciálné rovnice (48), náleží do počtu integrálného ; zde se 
omezíme na dva jednoduché příklady, z nichž první se týká 
přímé plochy šroubové dané rovnicí 

y — x tg - — = 0, 

z níž jsme (či. 140.) již odvodili první derivace fuukce s: 
amu amx . 

» = -*+T* * = *-+¥'• 

dalším derivováním obdržíme 






,ff *_ 



' {& + y a ) 3 ' (x* + 9*)* ' 

a tedy 

(z a + y*y 

což ukazuje, že plocha jest ve všech bodech svých vypoukle vy- 
dutá. * 

Rovnice (48) asymptotických čar jest nyní 
' dy V* y" — # a _ dy 



m 



dx 



z níž pro -3=~ vypočteme dvě hodnoty — a — — ; z nich sou- 
díme jako v či. 164,, že průměty asymptotických čar na rovinu 
xy jsou dány rovnicemi 

y = Cx, resp. x a -+- y a = C, a , 
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a jsou tedy asymptotické Čáry jednoho systému přímky plošné, 
a druhého systému šroubovice, v nichž plochu protínají rotační 
válce kolem osy Os opsané. 

Jakožto druhý příklad uvažujme obecný konoid, t. j. plochu 
vytvořenou přímkou, která protíná pevnou (řídící) přímku jsouc 
stále rovnoběžná s pevnou (řídící) rovinou. Volíme-li řídící 
přímku za osu Os a řídící rovinu za rovinu Oxy soustavy 
rovnoběžných souřadnic, jest rovnice konoidu 



w 



Učiníme-li za příčinou stručnosti 

!■=«, *=*(«), 

máme 

r ~ lě* í 2 *' + m "^ S — ~ 'z? ^' "*" U<f "^ * = 1F <f "' 

a rovnice (48) tedy podává 

dy ip' -f- u<p" + g p' 

dx <jj" 

tak že -f- má dvě hodnoty — a « A %rr-. První vede ku 

dx J x ' <p'(u) 

y = Cx, a tedy k plošným přímkám daným rovnicemi 

y = Cx, í = <p(C); 

druhá vzhledem k y = ux, dy = u dx + xdw k rovnici 

r — — 2 -*'(") 
* 3i - q/'(«l 
čili 

d[log »'(«) — 21og af] = 0, 

z níž soudíme, že podíl—— jest stálý, že tedy 



'(# 



Cx* 



jest rovnicí průmětu druhého systému asymptotických Čar, vza- 
tého ve směru osy s na rovinu xy. Výsledek ten zahrnuje pa- 
trně výsledek předchozí. 

£. Wejr, ť-.íot dlfferenoiilDj. 26 



167. Giuissova míra křivosti. 

Totálná křivost oblouku rovinné čáry byla odchylka tečen, 
aneb, což jest totéž, odchylka normál v jejích koncových bo- 
dech; vedeme-li k těmto normálám v kružnici o poloměru 1 
rovnoběžné poloměry, omezí jich koncové body oblouk, jehož 
délka jest onou totálnou křivostí. 

Obdobně možno definovati totálnou křivost £ určité části a 
dané plochy jakožto plochu vytřenou na kouli o poloměru 1 
koncovými body všech poloměrů vedených rovnoběžně s normá- 
lami oné části plochy. Zobrazíme-li libovolný bod M dané 
plochy na oné kouli bodem koncovým M poloměru rovnoběž- 
ného s normálou v M, jest totálná křivost určité části a dané 
plochy prostě plocha Z sférického obrazu jejího. Limita podílu z to- 
tálně křivosti a z dané plochy, pro případ, ze tato se stává neko- 
nečně malou, redukujíc se na bod M, sluje dle Gausse mírou kři- 
vosti plochy v bodě M*). 

Za směr vnější normály plochy s =/{*, y) v bodě M (x, y, z) 
volme n. p. onen, jenž uzavírá s kladnou osou z úhel ostrý, 
jenž tedy tedy tvoří s osami úhly o cos. 



|/l + *■ + 2 * |/1 + P 2 + 2* V\ + P' J + ff"' 

kde odmocnina jest vzata kladně. 

Vytkněme na dané ploše element plošný da, obsahující bod 
M, a sestrojme vnější normály plochy podél okraje elementu; 
pohyblivý bod nechť probíhá okraj tento určitým směrem, třeba 
od levé k pravé straně pro pozorovatele stojícího ve vnější nor- 
mále tak, že směr od nohou k hlavě se shoduje s vytknutým 
směrem normály. 

Sférický obraz elementu da buď kulový element dS; obraz 
pohyblivého bodu proběhne okraj elementu d£ vzhledem k vnější 
normále koule buď týmž směrem neb opačným; v případě prv- 
ním béřeme plochu d2 kladně, v druhém záporně, tedy i míru 
křivosti kladně, resp. záporně. Již názor ukazuje, že první pří- 
pad má místa, je-li daná plocha v hodě M vypoukle vypouklá, 
a druhy-, je-li vypoukle vydutá; nadto to počtem dokážeme. 

Za element plošný da zvolme infinitesimálný trojúhelník 
na daué ploše, jehož vrcholy nechť jsou M(a, y, z), li' (z + (řas, 
V + Ay, z+dg), W{x + ůx, y+Ůp, * + «*); průměty tohoto 

") Gauss, Disquiaitioncs generales circa superfieies curvas, CommeDt. Soc. 
r. scient. Gottingensis recent., 1828; Werke, t. IV. 
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elementu, jejž možno pokládati za trojúhelník obsažený v tečné 
rovině bodu M, na rovině xy jest trojúhelník o vrcholech 
P (x, y), ¥'(x + dx, y + dy), P"(x + dx, y + dy), Následují-li body 
M, M', M" za sebou pro případ, že pohyblivý bod probíhá obvod 
trojúhelníku do od levé strany k pravé, jest směr oběhu, daného 
sledem P, P', F', vzhledem ku kladné ose z též od levé k pravé, 
a tedy rotace převádějící stranu PP' do PP" téhož směru, t. j. 
dx 8y — dy dx hodnota kladná; hodnota ta se rovná dvojnásobné 
ploge trojúhelníku PPT". 

Sférické obrazy bodů M, M', M" buďte M , M' , M"„, a prů- 
měty těchto na rovině xy buďte P„, P' , P" . Značíme-li X, Y, Z 
souřadnice bodu M,,, X + dX, Y + dY, Z + dZ bodu M'„ a X 
+ íX, Y + dY, Z + tfZ bodu M" , podává výraz dX dY — dY <JX 
obdobně dvojnásobnou plochu trojúhelníku P„P' P" a s. kladně, 
je-li sledem P , P'„, P" vytčen oběh od levé k pravé, a záporně 
v případě opačném. 

Poněvadž tečné roviny plochy v bodě M a koule v bodě 
M jsou rovnoběžný, tedy trojúhelníky MM'M" a M„M' M" 
v rovnoběžných rovinách, jest podíl jich ploch dS : do týž, jako 
podíl ploch jich průmětů, t. j. 

dZ _ dX dX - dY 3X 
do dx dy — dy Bx 

a podíl ten vychází kladně, jsou-li směry oběhů MM'M" a 
M M' o M" o souhlasné, záporně v opačném případě ; podU ten po- 
dává tedy míru křivosti k plochy v hodě M. Volíme-li za element 
plošný do libovolnou infinitesimálnou Část dané plochy, obsa- 
hující bod M, stačí ji rozděliti na trojúhelníky, aby bylo zjevno, 
že i pak d2 : do jest právě napsaný podíl. 

Značřme-li a, & y úhly normály plochy v bodl M, máme , 
kladouce střed pomocné kulové plochy do počátku souřadnic, 

X = cos «, Y = cos |S, Z = cos y, 

t. j. 





— 1 


' , Y 


— 


1 


v 


z 


+ 9* 

1 


yi+p 


+ s « 




l/l + J)' 


+ a' 





hodnoty p, q json ovšem funkce neodvisle proměnných x, y. 



Vzhledem k tomu jest 

3V ^X , , 3X 

dX = ^r — dx -4- -=— 
dz dy 



dy, ČX - 



iiY = 



ta 



ta 



a tedy dle věty o násobení determinantů 
9X 3X 
cíX,JX 
áY,dY 



3Y 



dx, dy I 
ta, ity 



z čehož míra křivosti 



_ D (X, Y) 
_ D(x,y) 



vyjádřena jakožto funkcionálný determinant. Dle či. 111. však 
máme 

D(X, Y) _D(X. Y) D( ftg ) . 
D(*,jr) — D(j),s) D(*,sO ' 
nyní ale nalézáme 

3X _ — 1 — g» 3X _ yg 

3 S 



čímž 



* (l+J.'+ S «) ! 
3Y _ jig 



JY 



. — 1 - ! »■ 



a dále 

tak že konečně 



D(X,Y) _ 1 

D(í,í) ~~ (1 +*>■ + ?*)' 

DJi4 = |r,«| = , ( _,. 



ifc mí- 



ři- 



ti +i>"+!")" 

podává Gaussovn niíru křivosti plochy v bodě M. Označime-li 
ít,, R„ hlavní poloměry zakřivení plochy v tomto hodě, máme 
dle či. 158. týž výraz pro 1 : R.ít,, čímž nalézáme 
1 



h = 






t. j. míra křivosti jest reciproká hodnota součinu obou hlavních polo- 
měrů zakřivení*). 

Při rt — s 1 > O, t. j. při ploše vypoukle vypouklé vychází 
k kladně, při ploše vypoukle vyduté záporně ; při rt — s B = 0, 
t. j. při ploše rozvinutelnó jest míra křivosti rovna nulle, 

Rozsah tohoto díla nedovoluje, abychom vyložili význam 
pojmu míry křivosti pro theorii applikace ploch, a poukazujeme 
v té příčině pouze na fundamentální práci G-aussovu, již cito- 
vanou; nynější stav infinitesimálně theorie ploch a Čar pozná 
čtenář nejlépe z krásného díla : 0. Darboux, Lecons sur Ia théorie 
generále des surfaces etles applications géoniétriques du calcul 
infinitésimal. Paris, 1887—96, 4 vol."). 



*) Francouzští spisovatelé osnaiujf míru křivosti k názvem tourbure tatalt, 
jímž Gauss značil konečnou sférickou plochu 2 čili fkdů. 

**) Sr. můj referát „Úvahy o pohybu v theorii ploch a Car" ve Věstníku české 
Akademie, roč. III., str. 81. 



Kapitola XII. 

Elementárně fnnkce komplexní proměnné. 

168. Funkce racionálně. 

Budiž 2 = x + iy komplexní proměnná, t. j. hodnota, v níž 
alespoň jedno z reálných čísel x, y jest proměnné. V této krátké 
kapitole uvažujeme některé elementárně funkce komplexní pro- 
měnné, výrazy to utvořené jistými početními úkony z hodnoty 2. 

Značí-li A , A,, . . A m daná, obecně komplexní čísla, nazý- 
váme výraz 

/(jí) = A,, + A,e + A,*« + . . + A^- 
racionálnou celistvou funkcí proměnné z. Dle dřívějších úvah 
dovedeme f(z) převésti na komplexní tvar w + iv; položime-li 
koefficienty do normálného tvaru 

A„ = a r (cos a r + i sin a r ), r = 0, 1, 2 . . m, 
a taktéž proměnnou 2 

z — q (cos oj + i sin w), 
jest (či. 17.) 

s" =: e" (cos «» + i sin »w), 
Kjř — a r o" [cos (a v -J- *m) + i sin (a r + *«)], 
a tudíž 

/(#) = 2 a,?" cos («„ + coj) + i £ ay sin (a„ + rw). 

w w 

Podíl dvou raciouálných celistvých funkcí y ý sluje ra- 
cionálnou lomenou funkcí proměnné 2, a také tu dovedeme uvésti 
na tvar komplexní jakožto podíl dvou komplexních čísel. 
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Jest-Ii výraz f{z) utvořen z proměnné z a ze stálých hodnot 
základními úkony početními a odmocňováním, sluje f(z) irra- 
cionálnou funkcf; poněvadž dovedeme odmocninu z komplexního 
čísla uvésti na komplexní tvar (či. 17.), možno i irracionálnou 
funkci na takový tvar převésti. 

Komplexní hodnota Z, jejíž existenci Gauss dokázal, hovící 
rovnici 

A„Z- + A,Z— » + . . + A m = 0, 

kde A„, A,, . . A m jsou racionálně funkce proměnné z, sluje alge- 
braickou funkcí této proměnné; patruě jsou racionálně i irracio- 
nálné funkce algebraickými. 

169. Funkce exponenciální komplexní proměnné. 

Nekonečná řada 

<" »'+-Ť + T7i + dnT+" 

konverguje absolutně pro každé komplexní 2; je-li | z | = q, jest 
řada absolutních hodnot Členů: 

l +-L + _£!__! £l_j_ 

^ 1 ^ 1.2 ^ 1.2.3 ^ "» 
a ta konverguje pro každé o. 

Součet řady (1), závislý na komplexním číslu z, se zove 
exponenciámou funkcí této proměnné a označuje symbolem e", 
tedy definujeme 

, , 1 '* 1 g3 1 g3 - 

— 1- r 1 T l 2 "•" 1.2.3 "•"'■' 

při reálném 2 má e* svůj -dřívější význam. 

Pro každé dvě komplexní hodnoty a, «, platí rovnice 

e m e*> — e ,+, i, 

právě tak jako pro reálné platila. Máme totiž 



' = (' + T + T í F + -)( 1 + ^ 



1+4 + 



1.2 



a vzhledem k absolutní konvergenci obou řad (ČI. 30.) vynáso- 
bením 



1.2^ 
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kde na právo obecný člen patrně jest 

li I" — 1 1 " l«i-r |_r ^ |_» 

i r l» i 

=ii r + » a -' 2 ' + • ■ + izfez *"'■" + ■ ■ + ''i 

_ (» + «,)■ 



li. 

Mánie tedy 

" _lt 1 Ť 1.8 



... -+•■+- 
t. j- 



170. Funkce goniometrické komplexní proměnné. 

Faukce cos z a sin z definujeme pro komplexní z rovnicemi 

(2) cosí = l — -ríf-- + -pj ••. 

(3) S i„ s = e _^|_ + -j!__.. ; 

řady ty konvergují absolutně pro každé a, a podávají při reálném 
z funkce cos z a sin z již dříve geometricky definované. Patrné 
platí i pro komplexní z 

cos — b = cos 2, sin — g = — sin g. 

Obě tyto funkce možno vyjádřiti předchozí funkcí exponen dál- 
nou a naopak; klademe-li do funkce exponenciálné (1) is na 
místo g, máme dle definice 

I. i i ■ e z* . z' J . z* . . z b 

t. j. vzhledem k (2) a (3) 

(4) e l, = cos g + i sin 2. 
PíŠeme-li — 2 místo 2, podává tato formule 

(5) e~" = cos g — i sin g. 

Z formul (4) a (5) nyní plynou funkce cos. a sin., vy- 
jádřeny funkcí exponenciálnou 

(6) cos g = ~ 1 sin 2 = ; ■ 



Pro libovolné hodnoty 2, z, máme 

gi+ii, __ e i e f>i = e '( c os jf,' + í sin a,) ; 

formule ta podává při reálných z a 2, funkci exponenciálno u 
v komplexním tvaru, a s. 

e *+\j = e '( cos y + i sin #). 
Speciálně máme pro x = 0, 

e"* = cos w + i sin », 
Čímž máme normálný komplexní výraz v novém tvaru, často 
užívaném 

ii (cos <o + í sin a) = o e Ua . 
Poznamenejme, že speciálně e !íll = 1. 

Snadno nyní ukážeme, že veškeré formule goniometrické 
zůstávají v platnosti i při komplexuích hodnotách argumentův. 
Násobením rovnic (4) a (5) máme především 

1 = cos a 2 + sin 1 s. 
Relaci 

čili 

(cos z + i sin 2) (cos 2, -f-i sin 2,) — cos (2 + 2,) + ť sin (2 -\- 2,), 
možno psáti 

cos z cos 2, — sin a sin z, + * (cos 2 sin 2, -\- sin 2 cos 2,) 
= cos (2 + 2,) + í sin (2 -+■ íj>, 
z čehož, nahradíme-li 2, 2, hodnotami — 2 — 2,, 

cos 2 cos 2, — sin 2 sin 2! — Í(cos 2 sin 2j + sin 2 cos 2,) 
= cos(2 + 3 i) — * sin(2 + 2,); 
sečtením a odečtením těchto dvou rovnic máme další dvě for- 
mule goniometrické 

cos 2 cos 2j — sin 2 sin z, = cos (2 + z t ), 
sin 2 cos 2, + cos 2 sin 2! = sin (2 + z,). 

Mají tedy pro komplexní argumenty též platnost všecky 
ostatní z těchto základních vztahů odvozené formule ; pří tom 
se ostatní funkce goniometrické ovšem definují funkcemi cos. a 
sin. právě tak, jako při reálných argumentech, tedy 



cos 2 * e 1 " + c~' 
1 t. d. 



COS 2 
COtg 2 =— : 1 
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Vzhledem k tomu, že jsme funkci exponenciálnou kom- 
plexní proměnné uvedli do tvaru komplexního, není obtížné 
totéž učiniti při funkcích goniometrických. Máme n. p. 
(7) cos (a: + ty) = cos x cos iy — sin # sin iy 

e~ ! + e J , e~~ r — é* 
= cos x ^ sin * 57 

— ! cns x — í — ■■ ■ . sin x. 



171. Hyperbolické funkce. 

Uclníme-li v (7) a (8) x = 0, máme 



cos ty =- 



2 



Funkce — 4Ť" — "' « ukazují mnohé analogie s funk- 
cemi cos. a sin., a ačkoli se vyjadřují tak jednoduchým způso- 
bem pomocí funkce exponenciálně, označují se přece často 
zvláštními názvy, t. jakožto hyperbolický cos. a sin., tak že 
klademe 

cos kyp y = g . srn hyp y = — — ^ — . 

neb jinak psáno 

, ... sin iy 

cos hyp y = cos ty, sin hyp y =: — — - ■— ■ 

Nechtíc« se pouštěti do podrobností o těchto funkcích*), 
připomeňme jen následující formule, plynoucí přímo z jich 
definice : 



cos hyp — y = cos hyp y, sin hyp — y = — sin hyp y, 
€> = cos hyp y + sin hyp y, 
e~* = cos hyp y — sin hyp x, 
1 = cos hyp a y — sin hyp 2 x, 



*) Sr. Laisant, Essai sur les fonctions hyperboliques, Pária, 1874; Studniika, 
hyperbolické obdobě Ludolfiny, Časopis pro pěst. math. a fysiky, roč. XVI. 
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cos hyp (a + flj — cos hyp a cos hyp § + sin hyp a sin hyp $, 
sin hyp (« + jí) = sin hyp « cos hyp p + cos hyp a. sin hyp /S. 
Z funkcí právě definovaných se skládají ostatní hyperbo- 
lické funkce, n. p. 

, , __ sin hyp y & — e~* sin iy 

s yp v — cos |jy.p y e j _j_ e -j t - cog j-y' 

Ěili 

tg hyp y = — i tg iy, 
a pod. 

172. Logarithmns komplexního čísla; obecná mocnina. 

Přirozeným logarithmem log z komplexního čísla z = x 
-f- iy zovenie každé komplexní Číslo u + iv, které činí e 0-1-1 * rov- 
ným z, klademe tedy 

log (x + iy) = « + iv, 
platí-H 

e u+ÍT — x + i>, 
t j- 

e u (cos v -\- i sin v) = a: + ř'y. 

Z tohoto požadavku vypočteme w, v pohodlněji, položime-li 
dané číslo x + iy do uormálného tvaru p (cos « + i sin w) ; aby 

e" (cos i> + * sin v) = p (cos a> -\- i sin <h), 
musí se moduly na obou stranách shodovati, a argumenty též 
aneb se musí lišiti o celistvý násobek 2« (či. 17.). Máme tedy 

e u = p, v = ca + 2#jt, 
kde reálná hodnota u jest jediná, rovnající se log p v či. 52. 
definovanému, a kde A značí kterékoli číslo celistvé, kladné 
neb záporné. Tím nalézáme 
(9) log[e(cos<B+iSÍn«)] = log' e + i> + 2£«), k=0,±\,±2,. ., 

kde na právo log* p značí přirozený logarithmus kladného čísla 
P v či. 52. definovaný; čili arithmetický logarithinus kladného 
Čísla p. 

Má tedy logarithmus komplexního — tedy i reálného — 
čísla vždy nekonečně mnoho hodnot; jeho reálnou částí jest 
arithmetický logarithmus absolutní hodnoty čísla daného, a jeho 
koefficient při i jest argument w daného Čísla, zvětšený o libo- 
volný celistvý násobek 2». 

Jde-li speciálně o logarithmy reálného kladného čísla, možno 



položiti *i =: 0, a dané číslo jest pak rovno svému absolutnímu 
obnosu p; formule (19) pak podává 

log e = log' e + Um. 

Má tedy reálné kladné číslo nekonečně mnoho logarithmů, 
z nicbž jediný jest reálný, plynoucí při k =. 0, a shodující se 
s arithmetickým logarithmem. 

Jde-li o logarithmus reálného záporného Čísla — e, možno 
položiti a> = n, čímž 

log (- e ) = log' e + (2* + i) ni; 
má tedy reálné záporné číslo výhradně irnaginárné logarithmy. 

Formuli (9) můžeme přepsati, vycházejíce z tvaru $ + iy 

daného čísla. Dle či. 15. máme 

q = \/~x* + y a , cos m = — , sin m = — ; 

e e 

při kladném x možno » vzíti v prvním neb ve čtvrtém kvadrantu, 
tedy v mezích 5- a -^-, t. j. možuo položiti 

ra = are tg — , 

a při záporném x v druhém neb ve třetím kvadrantu, t. j. možno 
položiti 

« = « + are tg -|-. 

Tím nalézáme 

I log (x + iy) = \ log' (x* + y*) + i (are tg £ + 2i«), 3; > 0, 

<10) í v 

log(^ + í 2 /) = -2-log'(a: a + ^) + i(arctg| + (2ft + l)»), a :<0; 
při x = jest oj = + -ň- souhlasně sy^O, a tedy 
j log iy = ± log' y* + i fá + 2kz\ y > 0, 

log iy- — log' y s + i í— ^ 4- 2*« \ y < 0. 

Všude klademe k — 0, + 1, + 2, . . 

Symbol «* při komplexních «, v se definuje rovnicí 

M T _ gT log U 
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která při reálném u a v a při w !> O jest totožností. Značíme-li 
log « jednu z hodnot tohoto logarithmu, jsou všecky dány vý- 
razem log ti -f- 2kni a má tedy 

« T = e T loe ■ . e "" 
nekonečně mnoho hodnot. 

Abychom n. p. vyčíslili i 1 , uvažme, že má i modul 1 a 
argument — , tak že 



■2 ' 



log i = i(j + 2**), 



má tedy i 1 nekonečně mnoho hodnot, veskrze reálných. 

173. Periodičnost funkcí exponenciálné a goniometri- 
ckých. 

Exponenciálná funkce e m má imaginárnou periodu 2m, t. j. 

gí + SÍTi _ g, . 

v skutku máme 

e^ aAi = e^e™ — e'(cos 2a + i s io 2«) = e\ 
Obecněji máme při celistvém, kladném neb záporném k, 

platí-li tedy c" = Z, platí také e , + ak,ri = Z, t.j. jest-li 3 — log Z, 
jest také z + 2hni = log Z, kde symbol log jest ovšem neko- 
nečně mnohoznačný. 

Goniometrické funkce cos z a sin # mají periodu reálnou 
Žít, jakož přímo vychází z periodičnosti funkce exponenciálné ; 
tak n. p. 

cos (2 + 2«) = l — . = — 2 C0S S ' 

Funkce tg z a cotg z, jsouce podíly funkcí sin z a cos e r 
mají ovšem také periodu 2a; avšak ony mají již « za periodu, 
jakož patrno z rovností 

' J ~"~' í= tg*, 



tg (« 


+ 


COtg (i! 


+ 


Z+JT) 
, + JT) 

«) = 


— e — f 
+ «-' 


1 


1 — e<- 
~~ i — e" 
_ 1 

_ tg2 — 


' + »"'■. 

: cotg 2. 




tg(« 


•+«) 
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174. Funkce cyklometrické. 

Také při komplexních proměnných nazýváme cyklometri- 
ckými funkce inversní goniometrických. Klademe obecně 
m = are sin z, jest-li že z = sin w, 
ti = are cos z, jest-li že z = cos «, 
m = are tg 2, jest-li že z = tg w, 
a pod. 

Funkce cyklometrické možno vyjádřiti logarithmy. Z rov- 
nice (4) 

e ia = cos m + * sio « 
soudíme, že 

(12) ím = log (cos m -j- i sin w). 

PoloŽíme-li sin h = í, tedy cos w = |/l- « tt , w = are sin 3, 
máme 

(1 3) are sin * = i log (^1 — ř* + wj. 

a s. možno vzíti l/l — z 1 s obojím znamením a položiti za log- 
arithmus všecky jeho hodnoty, v nekonečném počtu, neboť snadno 
zverinkujeme, že pak vždy 



Obdobně máme, položíme-li v (12) cosw=2, sin«=:|/l — £ s , 
« = are cos z formuli pro are cos libovolného argumentu 

(14) are cos z = -r- log (2 -f- i (/l — z 3 ), 

v níž opět jest odmocnina dvojznačná a logarithmus nekonečně 
mnohoznačný. 

Jest-li speciálně 2 reálné a ■< 1, jest \/\ — z 3 reálný; ab- 
solutní hodnota Čísla |/1 — z í -\- iz jest 1, tedy 
log 1\/T=? + iz) = i (a + 2fer) 
a are sin z = <a -f- 2Aw 

jest reálný; při tom w značí argument čísla |/T"— z 1 + **, tedy 
úhel, jehož cos a sin jest resp. J/l — «", 2. 

Jest-li ale 2 reálné, ale Číselně :> 1, aneb imaginárně, po- 
dává (13) pro are sin z jen imaginárně hodnoty; n. p. 

are sin 3 = -j log (|/=8 + 3i) = -4- log i (|/8 + 3) 



= ilog'(l/8+3 



-2fcr, 



a béřeme-Ii odmocninu záporně, máme další hodnoty 

are sin 3 =4-log'{- 1/8~+ 3) +y + 2*»; 

k opět značí 0, ± 1, ± 2, . . 

Dělením rovnic (4) a (5) obdržíme 

„ cos m -+- i sin t* I + * tg u 



cos w — i sin w 1 — i tg w ' 
z čehož soudíme 

M — 2* us 1 - i tg M ' 

položíme-li tg w = e, tedy u — are tg č, máme 

„ .. , 1. 1 + M 1 . 1 — *e 

(15) are tg z = ^ log j '_ is = y log ; ^ , 

tedy také are tg 3 vyjádřen pomocí logarithmu. 

Při reálném s n. p. jest — ■ . - = 1, a tedy log - , ■ 

ryze imaginárný a are tg s má naskrze reálné hodnoty : 

— •'(» + 2*r) = - -~ - for, 
kde o) značí argument čísla yx~— Šili Čísla ■ . a > tedy 

t. j. úhel — 2w; jsou tedy u — &» 

veškeré hodnoty obecně definované funkee are tg g, což se sho- 
duje s či. 55. 

Předchozí úvahy ukazují, že funkce exponenciálná s inversní 
logarithmickou stačí k vyjádření funkcí goniometrických a jich 
inversních cyklometrických; venkoncem se tedy tyto elementárně 
funkce transcendentní redukují na funkci exponenciálnou. 

175. Upotřebení. 

Jakožto applikaci formul vyjadřujících cos. a sin. pomocí 
funkce exponenciálně uveďme formule vyjadřující celistvou 
mocnost funkcí sin. a cos. pomocí týchž funkcí násobného argu- 
mentu. 

PovýSíme-li obě strany rovnice 



na celistvou kladnou mocnost ». máme dle binomické věty 
cos" x = -^ je" 1 * + «e< n - ! > fI + ( g ) s """" + . . + c— 1 * I. 

Pro sudé n=2r se na právo vyskytne střední člen ( r Je , 
a spojíme-li souměrně položené Sieny, máme ihned 

(16) cos*' x = ^^ [cos 2r + ( ^ \ cos (2r — 2) x 

+ (*)«.»-«+..+(?}>.]. 

Pro liché n = 2r -i- 1 spojením souměrných členů: 

(17) cos"+'» = -J jr ícos(2r + 1)1 + í 2r +l \cos(2r — l)x 

+ ( 2 ' + 1 )cosC2r-3 )l + .. + (2r + l^ og:e J. 
Podobně odvodíme zmocněním formule 



tyto dvě 

(18) sin 2 ' a; = ^f - [cos 2r* - ( * r \ cos (2r _ 2 ) x 



+(*■) cos (2, -4, ,-.. + (-!>.( 2 ; )|], 
9) sin** 1 a: = -^ ř — [sin (2r + 1) x ~ i 2r + l \ sin (2r - 1) a; 
+ ( 2r + * ) sin (2r - 3) x — . . + (- 1)' í 2r + 1 ") sin aJ- 
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Str. 64., řádek 3- zdola; čti: lim a- a — lim a a .lim -J' n . 

Str. 67., řádek 1. nahoře; místo největší kladná hodnota x, pro niž . . polož : 

horní mez kladných hodnot x, pro něž . . . 
Str. 89., řádek 16. shora; místo funkce sluší položiti funkce funkce, 
Str. 109., řádek 10. a 12. zdola; místo a* — a* sluší položiti a*' — o*. 
Str. 113., řádek poslední; místo m — oo sluší položiti m=oo. 
Str. 161., řádek 4. zdola; místo Exercises čti Exercices. 
Str. 279., \ obr. 28. označ S střed hořejší kružnice, a D průmět bodu M na její 

narýsovaný průměr. 
Str. 307., řádek druhý zdola; místo lim V — "*" ? .^Lsluší položiti 
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